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Das Stabilititsverhalten eines Plasmatorus mit Oberflichenstréomen

Von E. MARTENSEN

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 17 a, 733—762 [1962] ; eingegangen am 20. April 1962)

The magneto-hydrodynamic stability of a toroidal gas discharge is considered by means of a varia-
tional principle (energy principle) due to BernsteiN, Frieman, Kruskar and Kursrup. The plasma is
supposed to be surrounded by a vacuum and an external conductor and the electric currents are
placed on the plasma-vacuum interface entirely. After some remarks about the mathematical formula-
tion of the problem a rapidly converging numerical method is described, which solves the stability
problem for quite arbitrary meridional cross sections of the equilibrium configuration. Examples are
given and it turns out, that the basic geometry, especially the location assumed for the plasma torus
is very important for the stability. Furthermore there are significant deviations from the well-known
behavior of an analoguous cylinder configuration. The numerical procedure is verified by comparison
of the results in the limit for a very thin torus with the known solution for a plasma cylinder.

Die Bewegungsgleichungen eines beliebigen, zwei-
fach zusammenhingenden Plasmas %3, das von einem
duBeren Leiter durch ein (dreifach zusammenhén-
gendes) Vakuumgebiet L getrennt ist und aus einer
durch Magnetfelder bestimmten Gleichgewichtslage
heraus ,kleine Schwingungen“ vollfithrt, wurden
von BernsteIN, Frieman, Kruskar und Kuisrup 12
formuliert, desgleichen alle dazu erforderlichen
Randbedingungen. Diesen Autoren gelang es gleich-
zeitig, auf dem Wege iiber ein dquivalentes, Energie-
prinzip genanntes Variationsproblem die Frage des
Stabilitatsverhaltens der betrachteten Anordnung in
vielen Fillen einer praktischen Behandlung zuzu-
fiihren.

Auf dieser Grundlage wurden erstmalig numeri-
sche Stabilitatsrechnungen von List, Suypam, Ricur-
MYER, RoTExBERG und Levy? fiir den Fall des rei-
nen Oberflichenstroms auf der Trennflache zwischen
Plasma und Vakuum durchgefiithrt. Dabei wird die
Geometrie von Plasmaoberfliche © und &uflerem
Leiter & durch je einen Kreistorus bestimmt, je-
doch in der Weise, dal die meridionalen Schnitt-
kreise € und @ dieser Fliachen mit der rechten
(z,y)-Halbebene Koordinatenlinien der sogen. To-
ruskoordinaten darstellen, mit anderen Worten, die
Toruskoordinatenflichen © und &’ entstehen durch
Rotation von Toruskoordinatenlinien um die y-
Achse. Wir wollen die Orientierung des Azimutal-

1 1. B. Bernsteix, E. A. Friemanx, M. D. Kruskar u. R. M.
Kuisrup, Project Matterhorn, Princeton University, Prince-
ton, N. J., PM-S-25, NYO-7315 [1957]; Proc. Roy. Soc.,
Lond. A 244, 17 [1958].

2 1. B. Bernstely, E. A. Friemax, M. D. Kruskar u. R. M.
Kuisrup, Project Matterhorn, Princeton University, Prince-
ton, N. J., Appendix to PM-S-25, NYO-7896 [1957].

winkels 0 < o < 2 7 dabei so festlegen, daBl a beim
Heraustreten aus der rechten (z,y)-Halbebene mit
Null beginnend positiv gezahlt wird (Abb. 1). In-
dem wir auf die Geometrie der erzeugenden Kreise
€ und € etwas niher eingehen, mégen r bzw. r’
ihre Radien und R bzw. R’ die Abstinde ihrer Mit-

telpunkte von der Symmetrieachse, hier also der

Y

’ c'

Abb. 1. Die Erzeugung von Toruskoordinatenflachen.

y-Achse, bedeuten. Sei ferner 2 7 der Winkel, unter
dem € und damit jeder meridionale Schnitt des
Kreistorus © vom Ursprung des Koordinatensystems
aus gesehen erscheint, und

a=tgr=r/VRZ—1r2 (1)

das ,,Aspektverhiltnis“ 4 von &, so wird die Schar

3 R. Lust, B.R.Svuypam, R.D. Ricarmyer, A. RoTENBERG u.
D. Levy, Phys. Fluids 4, 891 [1961].

4 In der unter Anm. 3 genannten Arbeit findet man den zu
(1) reziproken Ausdruck ctg 7z als Definition des Aspekt-
verhdltnisses bei einem Kreistorus. Die hier gewihlte Form
(1) besitzt den Vorteil, eine geeignete Verallgemeinerung
auf beliebige torusartige Berandungen zuzulassen (nidhe-
res in Abschn. 7 dieser Arbeit).

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu erméglichen.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



734

der erwihnten Koordinatenlinien durch alle Kreise
€ mit der Eigenschaft

r=consttgt

beschrieben oder, was nach (1) bzw. Abb. 1 dasselbe
bedeutet, durch Kreise, deren durch den Ursprung
gehende Tangenten die gleiche Linge

VR —r2= VR'Ql— 7’2

besitzen (die Daten r’, R’ des duBeren Leiters wer-
den dabei als von vornherein fest vorgegeben ange-
sehen). Somit bestimmt sich der Mittelpunkt eines
beliebigen Kreises € dieser Schar aus

R=VR?2—_r24r2 (2)

Da fiir € nur r<r" in Frage kommt. folgt stets
R<R’, d. h. der Mittelpunkt des Plasmaquerschnit-
tes ist bei den gerechneten Beispielen ? stets von der
Mitte des Leiterquerschnitts aus nach innen zur Sym-
metrieachse hin fortgeriickt (Abb. 1).

In der vorliegenden Arbeit wird ein numerisches
Verfahren beschrieben, welches das Stabilitatsver-
halten des Plasmas fiir beliebige torusartige Geo-
metrien festzustellen gestattet. Die Plasmaoberfliche
2 und der duBere Leiter ©" werden dabei von be-
liebigen, in der rechten (z,y)-Halbebene liegenden,
geschlossenen Kurven € und € durch Drehung um
die y-Achse erzeugt (Abb. 2). Dadurch ist es ins-

besondere moglich, solche Fille zu behandeln, in

Y (g

&

denen der Plasmaquerschnitt im Gegensatz zu (2)
exzentrisch nach auflen verlagert ist. wenn also z. B.

© und €’ Kreise mit
R=2R —VR?—r24+r2 (3)

Abb. 2. Allgemeine Torus-
geometrie fiir Plasmaober-
fliche und dufleren Leiter.

darstellen .(Abb. 3). Tatsiachlich ist man von den
Experimenten her an derartigen Fillen stiarker in-
teressiert, da die Beobachtungen ergeben haben, dal}
der Plasmatorus unter dem Einflu} seines eigenen

5 Personliche Mitteilung von Herrn Dr. S. Witkowskr an den
Verfasser.

% Es erscheint jedoch nicht ausgeschlossen, daB sich be-
stimmte Methoden, die bei dhnlichen Problemen der
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elektrischen Stromes und damit seines Magnetfeldes
bestrebt ist, seinen groflen Durchmesser gegeniiber
dem des Leiters zu vergroflern®. Dies entspricht
auch der Auffassung, dal} der ,richtige” geometri-
sche Ort des im Gleichgewicht befindlichen Plasma-
torus dann vorliegt, wenn die Feldlinien des zuge-
horigen Vakuummagnetfeldes den adufleren Leiter

Abb. 3. Exzentrisch nach auflen verlagerte Plasmaoberflichen
im Vergleich zu Toruskoordinatenflaichen (gestrichelt) fiir
denselben dulleren Leiter.

nicht durchsetzen3. Allerdings muf} das Problem,
unter dieser zusatzlichen Randbedingung Gleichge-
wichtslosungen zu finden, im gegenwirtigen Zeit-
punkt als mathematisch ungelost angesehen werden 6,
so dall wir uns fir die Stabilitdtsrechnung wie bis-
her auf den Standpunkt einer a priori fest vorge-
gebenen Geometrie stellen. Die in dieser Arbeit an-
gegebenen Beispiele zeigen jedoch u. a. sehr deutlich,
daf} die angenommene Lage des Plasmatorus fir
das Stabilitatsverhalten von wesentlicher Bedeutung
sein kann, im Gegensatz zu einer Vermutung, die
in der unter Anm. ® genannten Arbeit ausgesprochen
wird.

Vor der Beschreibung des im wesentlichen auf der
Integralgleichungsmethode beruhenden numerischen
Verfahrens werden in den folgenden Abschnitten
die Grundlagen noch einmal kurz zusammengefal3t.
Dabei werden teils bekannte Zusammenhinge unter
allgemeineren Voraussetzungen oder mit geringerem
Aufwand hergeleitet, teils Beweisliicken ausgefiillt,
die sich bei dem gegenwirtigen Stand der Unter-
suchungen in der Literatur finden.

Hydro- und Aerodynamik (z. B. der Bestimmung eines
Tragfliigelprofils zu vorgegebener Druckverteilung) zum
Ziele fiihrten, in geeigneter Weise auf dieses Problem iiber-
tragen lassen.
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1. Das Eigenwertproblem

Es sei jetzt das vom Plasma erfiillte Gebiet 33 ein
beliebiges zweifach zusammenhingendes Gebiet mit
der Oberfliche &, an das sich nach auflen ein belie-
biges dreifach zusammenhingendes Vakuumgebiet B3
mit dem duBeren Leiter & als Berandung anschlieft.
Eine Gleichgewichtslésung liegt bekanntlich dann vor,
wenn zwischen dem Druck p, der Dichte 0, dem Ma-
gnetfeld B in P (einschlieBlich &) und dem Magnet-
feld B’ in B (einschlieBlich S und &’) die folgenden

Beziehungen bestehen:

grad p+ 217 [B,rotB] =0 in P, (4)
divB=0 in P, (5
p=constg’, const=>0, in (6)

(y ist das Verhaltnis der spezifischen Warmen),
817%’2— E%%g—p=0 auf S,  (7)
n,B) =0 auf &, (8)
n,B)=0 auf S 9)

(1 soll stets die @uflere Einheitsnormale einer ge-
schlossenen Flache oder Kurve bedeuten),

rot B =0 in B,

div®’ =0 in 8.
Dazu tritt als Integrabilitdtsbedingung fir (4)
rot[B, rotB] =0 in P.  (12)
AuBerdem hiingen p, 0, B und B natiirlich nicht

von der Zeit ab.

Das Stabilitdtsproblem einer solchen Gleichge-
wichtsanordnung gegeniiber kleinen Stérungen lafit
sich, ausgehend von den EuLerschen Bewegungs-
gleichungen etc., nach der Methode der Fkleinen
Schwingungen folgendermaflen als Eigenwertpro-
blem formulieren!: Man erklart einen Definitions-
bereich © durch alle ortsabhéangigen, komplexwer-
tigen Vektorfelder U mit hinreichenden Regularitats-
eigenschaften in 3 einschlieBlich &. Dann definiert
man in © den linearen, vektoriellen Differential-
operator zweiter Ordnung (,,Stabilitdtsoperator®)

TYv= —grad(y pdivb+ (v, grad p)) (13)
+ 7417— [rot[v, B], rot B] + 417 [, rot rot[v, B]]

(10)
(11)

7 A. A. Brank, K. O. Frieoricas u. H. Grap, Institute of Ma-
thematical Sciences, New York University, New York,
N.Y., NYO-6486 [1957].

8 Die hier auftretenden Normalableitungen auf der Plasma-
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sowie den linearen, skalaren Differentialoperator
erster Ordnung

Sb=—ypdivd — (v, grad p) - 1 (B, rot[v, B]).
47
(14)
Nach einem Satz von Braxk, Friepricas und Grap 7
laBt sich jedem b aus D genau ein Vektorfeld 2
im Vakuumgebiet B (einschlieBlich € und &’) durch
das folgende Randwertproblem zuordnen:

rotrot A =0 in B, (15)
div =0 in 3, (16)
A =— (o) B auf &, (17)
[n,2A]=0 auf &, (18)
(19)

[ [ () df=0.
<

Es folgt hieraus unmittelbar die Linearitdt von
hinsichtlich b. Der in © enthaltene Definitionsbe-
reich ©* wird erklart durch alle b aus 9, die zu-
sétzlich der Randbedingung

Sv=(n0) - (5 82— L8]

1 (20)
= (B, rot A)

auf ©

geniigen 8. Sind dann b und 1 Eigenfunktion und
Eigenwert des Stabilitatsoperators 7 in ©*, genauer,

sind die drei partiellen Diff.-Gln.

To=4pD in P
und die Randbedingung (20) erfillt, so ergeben
sich die (reellen) kleinen Storungen der Gleichge-
wichtslage des Plasmas, d. h. deren im allgemeinen
orts- und zeitabhingige Geschwindigkeitsverteilun-
gen, als Real- und Imaginérteil von

b(z,y,z) exp(L V—it).

(21)

(22)

Es liegt somit Stabilitat oder Instabilitat der Gleich-
gewichtslosung vor, je nachdem (22) fir alle Sté-
rungen einen fiir alle £ = 0 beschrinkten Bewegungs-
vorgang beschreibt oder nicht.

Real- und Imaginarteil von

_ ,,lc,_%[(x,y, z)exp(£V—11)

(c ist die Lichtgeschwindigkeit) stellen physikalisch

oberflache sind als einseitige Ableitungen zu verstehen,
und zwar sind p und B2 von innen und B2 von auBen her
jeweils in Richtung der duBleren Normalen von & zu diffe-
renzieren.
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die den Plasmaschwingungen (22) entsprechenden
elektrischen Storfelder im Vakuum dar?. Gl. (15)
ist eine unmittelbare Folge der MaxweLLschen Glei-
chungen ohne Verschiebungs- und Volumenstrome
im Vakuum, (16) bedeutet die Abwesenheit von
elektrischen Raumladungen im Vakuum und (19)
besagt. dal} die elektrische Gesamtladung im Plasma
einschliefilich der Plasmaoberfliche bei der Stérung
des Gleichgewichts erhalten bleibt. Wahrend das
elektrische Storfeld auf dem duBeren Leiter & ent-
sprechend (18) senkrecht steht, besitzt es auf der
Plasmaoberfliche =
ten (17).

Es ist fiir die weiteren Betrachtungen von Nutzen,

gewisse Tangentialkomponen-

die komplizierteren der hier aufgetretenen vektor-
analytischen Ausdriicke auch in Komponentendar-
stellung anzugeben. Es geniigt dazu, wenn wir uns
auf kartesische Koordinaten beschrianken, da man
von diesen in der iblichen Weise sehr leicht zu
beliebigen krummlinigen Koordinaten iibergehen
kann, indem man die Indizes gegebenenfalls ,hin-
aufzieht® und die partiellen Ableitungen sdmtlich
durch kovariante ersetzt. Mit Hilfe der bekannten
Vektoridentitaten

[a, rot b]; =ax (byii— bijx) . (23)
rot;[a, b] = by @i — ax bijx +ai by — biagr  (24)
(alle Indizes durchlaufen, falls nichts Gegenteiliges

gesagt wird, die Zahlen von 1 bis 3, iiber gleich-
lautende Indizes wird von 1 bis 3 summiert) ergibt

E. MARTENSEN

sich fiir die Gleichgewichtsbedingung (4)

pit ;- Bi(Bui—By) =0 in P, (25)
fiir deren Integrabilitatsbedingung
(Bx Biix) j— (Bx Bj) i=0 in P (26)

und fiir die Operatoren 7' und S in ©

Tiv=—y(pogp) i+ 41_[ (Viri—=Virin), (27)
, 1
SD—_/va'A'T4JI/.*I.‘ (28)
mit dem Tensor
Vik=BjB/,U,'j—B('B/;’Ujj—U/,-BjB,'j. (29)

Hier erfordert lediglich die Identifizierung von (27)
mit (13) eine etwas ldngere, wenn auch rein ele-
mentare Rechnung. Man geht dabei etwa so vor, daf}
man die rechte Seite von (27) mit durch (29) eli-
miniertem J;; von der rechten Seite von (13),
worin samtliche vektoranalytischen Ausdriicke mit-
tels (23) und (24) durch Komponentendarstellun-
gen ersetzt sind, subtrahiert und dann alle auftreten-
den Produktdifferentiationen nach der Kettenregel
ausfiihrt; ferner werde dabei tiberall die Divergenz-
freiheit von B benutzt. Auf diese Weise hebt sich
der iberwiegende Anteil der Summanden gegensei-
tig heraus, und es verbleibt ein Rest, der sich leicht
in die Form

bringen lafit; dieser verschwindet aber als unmittel-
bare Folge der Gleichgewichtsbedingung (25).

2. Greensche Formeln

Ein sehr wesentliches Hilfsmittel bei der Behandlung des vorliegenden Stabilitatsproblems stellen die
sogen. GreEnschen Formeln dar. Es ist bereits bekannt, daf} fiir den Stabilititsoperator T eine ganz
analoge zweite Greensche Formel gilt wie fiir den Larrace-Operator 410, Auf diese wird man gefiihrt,
wenn man in der letzteren 4 durch 7 und die Normalableitung auf dem Rande O/Cn durch nS ersetzt
und alle auftretenden Produkte als Skalarprodukte interpretiert. Voraussetzung ist dabei allerdings, daf}
tiber ein von einer ,magnetischen Flache“ berandetes Gebiet (im folgenden beschrinken wir uns auf das
Gebiet §J3) integriert wird. Wir wollen nun hier einen neuen Zugang zur zweiten Greenschen Formel des
Stabilitatsoperators angeben, indem wir diese wie beim 4-Operator als eine unmittelbare Folge einer all-
gemeineren ersten GreeNschen Formel auffassen.

9 Zur Gleichgewichtslosung selbst gehort ein identisch ver-
schwindendes elektrisches Feld. Dies folgt fiir das Plasma
unmittelbar aus

wihrend das elektrische Vakuumfeld als Liosung des homo-
genen Systems (15) bis (19) aus Eindeutigkeitsgriinden
verschwinden muf.

10 Persinliche Mitteilung von Herrn Prof. Dr. K. Jorcexs an
den Verfasser (unveroffentlicht).

€+ (1/e) [v, B] =0,



PLASMATORUS MIT OBERFLACHENSTROMEN 737

Erste Greensche Formel. Fiir v und V' aus D gilt
[[] 0. Tv)dg=[[ (n.0) Sv'dj+[[[{7pdivodivy'+ ! (rot[v,B], rot[v’, B]) (30)
$ S $

4
+ 817 (v, rot B, B divy’ —rot[v’, B]) + El{ (v, rot B, B divy —rot[b, B] )} dg.

Aus Invarianzgrinden geniigt es, diese Formel in kartesischen Koordinaten zu beweisen. Hierzu zer-
legen wir zunachst (29) gemal

Vie=Xir+ Y (31)
in zwei Tensoren Xik=Bj B;L Vilj —Bi Bk Vjlj und Yik= — VU Bj B,’j. (32), (33)

Bedeuten dann V' etc. dieselben Bildungsgesetze beziiglich v;" wie V. etc. beziiglich v;, so folgt aus (27)
und (31) mittels partieller Integration

[[[vi TiD'dg=fff{—;' vi(p vi) i + 41; 'Ui(VI,;k]i—X;klk_Y;'klk)}' dg
=[[{-ypmivivi + 1 (nivi Vig—ving X3) } df
2 4

—[f/ {— ¥ P Vili Vi + 41 ~ (vifi Vig — vix Xix + i Y;klk)} dg.
B 44

Da nun wegen (8) und (32) ny, Xix=ny, By (Bj vi; — B;v;) =0

auf der Plasmaoberfliche gilt, erhalten wir unter Benutzung von (28)
[[f (0.Tv) dg=[[ (n,0) SV df+[[[(ypdivvdivy’+ 2| dg (34)
bt S B ’

mit dem Skalar Q= —vy; Vie+ vig X —v; Y;ku:-

Nach Einsetzen von (29), (32) und (33) folgt :
Q = — ;i (B; By vg;— By, By vjjj— vi. B; Byjj) + vk (B; By vij; — B; By vjy;) +v; (v B; Bij) 1k
= (Bg vilx — Bivgix) (Bjvi;— Bivjyj) + (vivgg +vi vxi) Bj Bijj+v;vi (B; Byj) 1 -
Eliminiert man hier den letzten Summanden auf Grund der Integrabilititsbedingung (26) durch
v; 0% (Bj Biyj) k=% (v vx + v vg) (B Byjs) & »
so wird, wie eine elementare Zwischenrechnung leicht bestatigt,
Q = (By vix — vi; Bix — By viix) (Bj vij; —vj Bijj — Bivj;) + % vg (Baji — Big) (2 Bivjjj— B vjj; +v; By;)

+ % vt (Byji— Bix) (2 Bivjj— Bjvi;+v; Biy) + % B ((vi v +vivg) Big) - (35)

Wegen (5) und (8) ergibt sich durch partielle Integration
_/q{f B; ((v; vx+vivy) Bix); dg =f_] n; B; (v; vx,+ v; vi) By, df —f"l[f Bjjj(v;vi+v; vy) Byp dg=0.

Dies bedeutet aber, da} der letzte Term in (35) beim Einsetzen des erhaltenen Ausdrucks fiir Q in (34) keine
Rolle spielt, und es folgt auf diese Weise unmittelbar die Behauptung (30), wenn man nur die entsprechen-

den vektoranalytischen Ausdriicke mittels (23) und (24) unter Beriicksichtigung der Divergenzfreiheit von
B im Index-Kalkiil hinschreibt.

Durch Vertauschung von D und " und anschlieBende Subtraktion entsteht aus (30) die schon erwihnte
zweite GreExsche Formel. Fiir b und V' aus D gilt

[[[{®Tv) -, Tv)}dg=[[{(n,v) Sv'— (n,0") Sv} df. (36)
$ 3
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Es ist nun im Hinblick auf das Folgende niitzlich, eine dhnliche Aussage tiber das elektrische Storfeld
im Vakuum den bisherigen Greexschen Formeln an die Seite zu stellen:

Dritte Greexsche Formel. Einem b aus D werde ein Vektorfeld U mittels (15) bis (19) eindeutig zu-
geordnet und einem V' aus D© genau analog ein Vektorfeld A’. Dann gilt

Jf {0 v) (¥, 1ot A) — (1, v') (B, vt A) } df = 0. (37)

Zum Beweis integrieren wir die aus (15) folgende Identitat

div ([, rot A'] — [A, rot AT) = — (2, rotrot A') + (A’, rotrot ) =

iiber ¥ und erhalten auf Grund des Gaussschen Integralsatzes

{ ([, AT, rot A') — ([0, AT, vt A) } df — [ [ L[, AT, rot A') — ([, AT, rot A) } df=0.
l H

Einsetzen der Randbedingungen (17) und (18) liefert dann unmittelbar die Behauptung (37).

Die Greenschen Formeln hangen eng zusammen mit der Hermirezitat des Stabilititsoperators T in D*.
Diese Eigenschaft wurde zuerst von BernsTEIN, FrIEMAN, KruskaL und Kursrup 2 mit aller Strenge, jedoch
durch sehr mithsame Rechnungen nachgewiesen. Jorcexs 1 konnte diesen Beweis spiter unter alleiniger
Berufung auf die zweite und dritte GreExsche Formel ohne jede weitere formale Rechnung folgender-
maflen erbringen: Falls b und 1" aus D%, ergibt Einsetzen der Randbedingung (20) in die zweite GREEN-
sche Formel (36) dort eine rechte Gleichungsseite, die unmittelbar auf Grund der dritten Greexschen
Formel (37) verschwindet, d. h. fiir b und v" aus D* gilt

" “ {(v.TV') — (v,Tv)}dg=0. (38)

Aus der Hermitezitat folgt dann die bekannte Tatsache, dal} alle Eigenwerte 2 von T in D* reell sind,
durch die tibliche Schlufiweise: Mit b ist auch der zu U komponentenweise konjugiert komplexe Vektor
D aus D%, da die Randbedingung (20) linear in D ist mit ausschlieBlich reellen Koeffizienten. Daher gilt
(38) insbesondere fiir b’=1. Da ferner 71 komponentenweise konjugiert komplex zu 7' b ist (dies folgt
wiederum daraus, dafl 70 linear in D ist und nur reelle Koeffizienten besitzt), ergibt (38)

[[f{®.Tv)~ (©,Tv)}dg=0.
Ist nun ferner b eine Eigenfunktion von 7 in ©* mit dem Eigenwert Z, so folgt durch Einsetzen von (21)

(Z—2) [ [[ 2(0,7) dg=0,
B

der Eigenwert 2 muf} also gleich seinem konjugiert komplexen Wert / und somit reell sein.

Eine wesentliche Konsequenz dieser Tatsache besteht darin, dal} es keine Einschridnkung bedeutet, von
jetzt an nur noch nach reellen Eigenfunktionen von T in ©* zu suchen, da ja wegen reeller 2 mit einer be-
stimmten komplexen Eigenfunktion 1 auch Real- und Imaginirteil von b (reelle) Losungen von (20)
und (21) mit dem gleichen Eigenwert darstellen. Zu diesem Zweck erkldren wir den Definitionshereich D, ¢on1
durch alle reellen b aus © und den Definitionsbereich D ;i durch alle reellen b aus D*. Fiir jede Eigen-
funktion b des Stabilititsoperators T’ in Djee mit dem dazugehorigen Eigenwert 2 lauten dann die klei-
nen Plasmaschwingungen gemaf (22)

V(x,y,2) cos Vit, V(x,y,z)sinVit, falls 2>0, (39)
oder V(z,y,z) exp(V —4t), V(x,y.z)exp(—V —41), falls 1Z0. (40)

Die Stabilititsfrage reduziert sich damit auf das Vorzeichen der Eigenwerte: Falls alle Z>0, hat man
Stabilitit, falls mindestens ein 2 < 0 Instabilitit.

Die Bedeutung der Greenschen Formeln ist jedoch keinesfalls mit der Frage der Hermirezitit des Sta-
bilitdtsoperators erschopft. Wir werden anschliefend weitere Anwendungen dieses Hilfsmittels kennenlernen.
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3. Aquivalenzsatz

Die Aquivalenz des betrachteten Eigenwertproblems mit einem Variationsproblem wurde zuerst von
BerNsTEIN et al.! formuliert. Der Beweis konnte aber von diesen Autoren nur unter der zusitzlichen Vor-
aussetzung der Existenz eines vollstindigen Systems von Eigenfunktionen fiir den Stabilititsoperator T in
Dreen gefithrt werden. Ein entsprechender Existenzsatz ist indessen bislang nicht gefunden worden, wenn-
gleich ein solcher aus physikalischen Griinden wohl vermutet werden darf. Im folgenden wird ein Beweis
angegeben, der die genannte Voraussetzung vermeidet.

Der Aquivalenzsatz lautet: Wenn b aus Dreeny (mit durch (15) bis (19) eindeutig zugeordnetem Vakuum-
feld ) dem Funktional

1 1 8 FLwnis 3 oems % . 1 i
F= 2f./f(n,Tn)dg+f2rf~f(n,n){—5n+(n,b) 78;{(8;%2— L gtp)+ L (?B,rotat)}d,c
L ® (s. Anm. 1)  (41)
unter der Nebenbedingung é— /‘[fgnz dg=C, C=const>0, (42)

einen stationdren Wert Fg, erteilt, so ist U eine (durch (42) normierte) Eigenfunktion des Stabilitdts-

operators T in Djeen und
A=Fya/C (43)

der zugehérige Eigenwert. Ist umgekehrt v eine (durch (42) normierte) Eigenfunktion von T in Dreen
mit dem Eigenwert 1, so wird das Funktional (41) unter der Nebenbedingung (42) fiir dieses 0 bei
Variation in D,eenn stationdr, und der stationdre Wert selbst ist durch (43) bestimmi.

Zum Beweis berechnen wir zunichst die erste Variation des Funktionals (41) fiir alle b aus D,een:

-1 [[ {(0v,Tv) + (v, T o)} dg — . [f{(n,an)sn+(n,n)san}df
4 [f(n,én )n0) S (G B2 LB —p)df+ L [ [{(n00) (B, rot2) + (n,0) (B, ror 6%)} df
, w ),

Dabei mufl 9+ 69 in genau analoger Weise aus D + 00 hervorgehen, wie I aus b, nimlich durch die
Gln. (15) bis (19), in denen man 9 durch 2+ 062 und b durch V+0Y zu ersetzen hat. Dies hat
aber unmittelbar zur Folge, daB auch [ in derselben Weise aus b hervorgeht wie [ aus b. Daher diir-
fen wir die zweite und dritte Greexsche Formel mit b" =0 und = 6% anwenden und erhalten

6F=f$[f(an,Tn) dg+_/6'f(n,an){~sn+(n,n)aan(sin%’z Lope ) + o (%',rot%[)};liéi)

Wenn nun F unter der Nebenbedingung (42) stationir gemacht werden soll, so ist dafiir nach der Methode
des Lagranceschen Multiplikators notwendig und hinreichend

— = = fithrlich OF —7 ov, =
(F jjfbdg) =0 oder ausfithrli fmffg(bn)dg 0 (45)

mit einer geeigneten Konstanten /. Nach Elimination von OF mittels (44) folgt (21) als Euiersche Glei-
chung und (20) als sogen. natiirliche Randbedingung!*> auf Grund des Fundamentallemmas der Varia-

11 Durch Anwendung der ersten Greexschen Formel mit 0’=p der gestorten Gleichgewichtsanordnung anschaulich inter-
lieBen sich hier die in 7' 0 enthaltenen zweiten Ableitungen pretieren laBt. Demgegeniiber hat die Behandlung des
von U eliminieren. Diese von Bernsteiy et al. (s. Anm. 1) Stabilitdtsproblems mit Hilfe der Storgeschwindigkeit v
vorgenommene Umformung unterlassen wir jedoch, da sie den Vorteil des unmittelbaren Zusammenhangs mit den
keinen Vorteil fiir die weiteren Betrachtungen bietet. In EvLerschen Bewegungsgleichungen etc. Fiir die praktische
der gleichen Arbeit wird das Variationsproblem fiir eine Behandlung des Problems ist dieser Unterschied natiirlich
»Verschiebung® & = dr=0v ¢ statt fiir 0 formuliert, wo- vollig unerheblich.

durch sich das Funktional W =F 8¢2 als Energieinderung > R. Couraxt u. D. Hrwperr, Methoden der mathematischen
Physik, Bd. I. Springer-Verlag, Berlin 1931, S.179—181.
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tionsrechnung. Wenn also (45) erfiillt ist, stellt b eine Eigenfunktion des Operators T in Djeey mit zu-
gehorigem Eigenwert 4 dar und umgekehrt. Berechnet man schliefilich den zu einer (normierten) Eigen-
funktion b gehdrigen stationdren Wert Fg,4 des Funktionals (41), so folgt durch Benutzung von (20).

(21) und (42)

Fey=2 / [/o 4 g4,

T
d. h. die Zusatzbehauptung (43).

4. Das Stabilitatskriterium

Aus dem Aquivalenzsatz folgt unmittelbar, dal der
kleinste Eigenwert Zyi, gemil (42) und (43) dasselbe
Vorzeichen besitzt wie das Minimum Fy;, des Funk-
tionals (41) fiir alle b aus D, mit der Normie-
rungsbedingung (42). vorausgesetzt, daf} ein sol-
ches Minimum existiert. Wenn das der Fall ist,
herrscht also Stabilitat, falls Fy;, >0, anderenfalls
Instabilitat. Fiir die praktische Behandlung des Sta-
bilitatsproblems ist dieses naheliegende Kriterium
allerdings haufig noch viel zu schwerfallig.

BernsteIN, Frieman, Kruskar und Kuisrup ! be-
merkten indessen, daf} das Variationsproblem auch
andere, z. Tl. an spezielle Voraussetzungen gebun-
dene Stabilititskriterien zu formulieren gestattet, die
eine praktische Auswertung in vielen Fillen betracht-
lich erleichtern konnen. Fiir das Ziel der vorliegen-
den Arbeit erweist sich das folgende, von den ge-
nannten Autoren angegebene Kriterium als beson-
ders geeignet:

Es gelte fiir alle 10 aus Dyoo mit auf S verschwin-
denden Normalkomponenten

[ (w, Tw) dg = 0;
I =

(46)

Jerner gebe es zu festem, aber beliebig vorgegebe-
nem (1,0) auf & mindestens eine Losung 1 des
Diff .-Gl.-Systems

Tv=0 in P, (47)
deren Normalkomponente auf & die vorgegebenen
Randwerte (1,0) annimmt. Dann besitzt das In-
tegral

_/' [ (n,v) Sv df
fiir alle moglichen Losungen dieses Randwertpro-
blems ein und denselben Wert, stellt also ein eindeu-

13 Der hier mitgeteilte Beweis stellt eine auf der Anwendung
der zweiten Greenschen Formel beruhende Vereinfachung

/]

tiges Funktional von (1,V) dar. Insbesondere ist

auch
Fr=3[[ (n0){-5v

3 ] 1 9 l 92 .

+ (1, 1) an(8ﬂ% N 8.‘!3 _p>
L (8 rot )\ ’

+ 4ﬂ(%,rot\l)ldf (48)

ein eindeutiges Funktional von (1, D). wobei U ge-
maB (15) bis (19) eindeutig durch (1, V) bestimmt
ist. Falls dann weiter F* fir alle (n.0) auf © mit
der Nebenbedingung

‘f (m,0)2df=C* C*=const>0, (49)
1S

ein Minimum Fyg, besitzt, so liegt Stabilitit vor fiir
Fitin > 0 und Instabilitit fiir Fyp, < 0.

Die Zurtckfithrung dieses Kriteriums auf den
Aquivalenzsatz geschieht folgendermafBen3: Ist b
aus Dieep eine Losung von (47) mit festem, aber
beliebig vorgegebenem (1,9) auf & und besitzt v

aus Dy die Normalkomponente
(m,) =0

auf &,

(50)

so folgt aus (46). (47) und (50) mit Hilfe der
zweiten GreENschen Formel

[+, T(0+10))dg—[ [ (1, 0+10) S0 +10) df
PN N
= [[[ {0, Tw) + (1w, Tw) } dg
P
— [[{(n,0) Sv+ (n,0) Sw}df

= [[[ (0, Tw) dg—[[ (n,b) Svdf
® S

= [[[(v,Tv) dg—[[ (n,v) Svdf.
B S

M

(

Daher nimmt das Funktional

[[[ (,Tv)dg—[[ (nv)Svdf

o

(51)

des Beweises von Bernsteiy et al. (s. Anm. !, dort S. 29)
dar, ist aber im Prinzip natiirlich mit jenem identisch.
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bei Variation von 1 in D.ee mit festgehaltenem
(n,v) auf © seinen minimalen Wert sicher dann
an, wenn b eine Losung von (47) ist. Da sich die-
ser Schluf} fiir jede Losung von (47) ziehen lafit,
folgt, daB fiir alle derartigen Losungen das Funk-
tional (51) ein und denselben minimalen Wert ha-
ben muf}, namlich

—[[ (,v) S df.

Fiir beliebige b aus D¢ mit festem, aber beliebi-
gem (11,0) gilt daher wegen (41) und (48)

F>F~

wobei F* in der beschriebenen Weise als eindeutiges
Funktional von (1, 0) aufzufassen ist und das
Gleichheitszeichen mindestens einmal angenommen
wird, ndmlich dann, wenn b eine Losung von (47)
ist. Das Minimum von F fiir alle b aus D¢ mit
der Nebenbedingung (49) ist also gleich dem Mini-
mum von F* fiir alle (11,D) mit derselben Neben-
bedingung, dessen Existenz ja vorausgesetzt wird.
Das Minimum von F unter der Nebenbedingung
(49) hat aber dasselbe Vorzeichen wie das Mini-
mum von F unter der urspriinglichen Nebenbedin-
gung (42), entscheidet also im gleichen Sinne tber
das Stabilitatsverhalten.

5. Vektoranalytische Vereinfachungen

Es handelt sich hier um zwei Vereinfachungen,
die sich in den durch (41) und (48) gegebenen
Funktionalen F und F* ganz allgemein durchfithren
lassen. Dies bezieht sich einerseits auf die Normal-
ableitung

,\af< 1 e 1 %z—p) auf &,

cn \8x 8
die man allein durch die Werte von B und B’ auf ©
(insbesondere ohne die Kenntnis von p) angeben
kann, und zum anderen auf eine direkte Berechnung
von rot [ unter Umgehung von Y selbst.

Wir beginnen mit dem folgenden Satz: Die
Plasmaoberfliche & sei durch ihren Ortsvektor
T(ul, u®) mit den Flichenparametern u' und u® ge-

geben. Mit Hilfe der Gleichungen '*
$-p %t

A auf S, (52)
B’ =B §Ifi auf (53)

4 Die Indizes durchlaufen in diesem Zusammenhang nur die
Zahlen 1 und 2; dasselbe gilt fiir die Summation iiber
gleichlautende Indizes.

741

seien ferner die ,kontravarianten Komponenten“ B
und B'* der in der Fliche liegenden Vektoren B und
B’ eindeutig festgelegt. Dann gilt

2 1o N _ 1 7 pipk_ pipk

an( B n% pl)—4nbm(BB B'B")

auf © (54)

mit bu= (1 5o%s) (55)
cutcu

als dem . zweiten Fundamentaltensor®® der Fla-
chentheorie.

Beweis. Auf Grund der elementaren Vektor-
formel
[a,rota] =% grada®— (a,grad) a  (56)

kann man die Gleichgewichtsbedingungen (4) stets
in der Form

grad( 8lﬂ— B2+ p) =

hinschreiben. Benutzung von (5

417 (B,grad) B in B (57)

2) ergibt weiter

grad(gln %2+p>= 4lﬂ B‘(,\ ,,grad)‘
=1 pdB 6.
47 Cul

Da jetzt rechts nur noch Differentiationen von B in
der Fliche vorkommen, darf 8 abermals durch (52)
eliminiert werden; gleichzeitige skalare Multiplika-
tion mit der Fldachennormalen 11 ergibt

a 1 2 - 1 i C[ =
fa;(aﬂés +p)_4 B(nw (B2 )) auf &

Sui
und damit infolge der Orthogonalitdt von Flachen-
normale und ,,Basisvektoren® Or/Cu’ sowie unter
Benutzung von (55) :
bix B! B¥

8§73 e, Y 1
3n<8.‘t§8+p>_47

Aus (10) und (56) entsteht
grad (L 8%) = 1 (¥, grad) ¥

auf =. (58)

in ¥ (59)

T

als Analogon zu (57), und dieselbe Schlufiweise wie
oben fiihrt auf

3 1 9
a2
Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus (58)

und (60).

L . BiB* auf S. (60)
47

15 W. Brascuke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Bd.
I. Springer-Verlag, Berlin 1945, S. 88 —89.
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Die Zuriickfihrung der Gln. (15) bis (19) auf
ein Problem direkt fiir rot2[ hidngt eng mit der
Frage der Mehrwertigkeit eines skalaren Potentials
@ zusammen, das der Gleichung

grad@=rotd in B

gentigt. Dies ist im wesentlichen Gegenstand einer
kiirzlich erschienenen Arbeit 1%, der wir das folgende
Ergebnis entnehmen:

Fiir das durch (15) bis (19) eindeutig bestimmite
Vakuumfeld A gilt

[ (n.0) (B, rot ) df
) = [[ (n,1) (B, w) df

+ZZ D ([ [ (n,0) (D) df)
(H(n,n)(% i) df ).

(61)

Dabei ist W auf Grund eines Satzes von BLANK,
Frieoricas und Grap 7 eindeutig bestimmt durch

rotw=0 in B, (62)

divio—0 in O, (63)

(n,10) =Div((n,0) B) auf S (s. Anm.17), (64)
(W) =0 auf &, (65)

f (w,d3) =0, i=1,2 (66)

(&, bzw. &, sind geschlossene Kurven in B, die das
Plasmagebiet 3 genau einmal meridional bzw. to-
roidal umlaufen und so orientiert sind, daB3 der
Durchlaufungssinn fiir &y aus dem fiir &y in positi-
vem Windungssinn hervorgeht®). Ferner sind die

Y)i. i=1,2, ebenfalls auf Grund entsprechender
Existenzsdtze 7 eindeutig festgelegt durch
rot);=0 in B, (67)
div)i=0 in B, (68)
(1,9) =0 auf S, (69)
(1,9:) =0 auf &, (70)
Q/' @)y, d8) = (71)
und schlieBlich bedeutet L';V die Reziproke der
,,Induktionsmatriz“ 19

11: f(@ @/&:) dgv i:k:172' (72)

16 R. List u. E. Martensen, Z. Naturforschg. 15 a, 706 [1960].

17 Div bedeutet die in der Fliche genommene Divergenz eines
Vektors, der in Richtung der Tangentialebene der Fliche
fallen muf.
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Wie man sogleich erkennt, bereitet es weniger
Schwierigkeiten, das System (62) bis (66) fiir v
als (15) bis (19) fiir A aufzulésen. Das System
(67) bis (71) und die Induktionsmatrix (72) wer-
den fiir das Endergebnis dieser Arbeit im iibrigen
keine Rolle spielen.

6. Stromfreie Magnetfelder

Wir spezialisieren die Betrachtung jetzt auf
stromfreie Magnetfelder, d. h. die zugrunde liegende
Gleichgewichtslésung besitzt keine Volumenstrome:

i= 461 rotB=0 in . (73)
Im Zusammenhang mit (4) folgt unmittelbar
p=const =0 in . (74)

Fir die auf der Plasmaoberfliche im allgemeinen
anwesenden Oberflichenstrome gilt

f=-[1,B —-B] auf & (75)
4
Damit ist nicht nur ¥’, sondern auch B ein har-
monisches, d.h. wirbel- und quellenfreies Vektor-
feld. Wegen der Randbedingung (8) ist ein der-
artiges ¥ nach einem Satz von Brank, Friepricus
und Grap 7 eindeutig in [ festgelegt, wenn noch der
Wert des vom Wege unabhingigen Umlaufsintegrals
= [ (B,d8)
2% .

\

(76)

vorgeschrieben wird (X ist ein geschlossener Inte-
grationsweg, der das Plasma genau einmal im fest-
gelegten Sinne '8 toroidal durchlduft). Das Magnet-
feld kann auch dargestellt werden als

B-27:9 in P, (77)
wobei §) durch die Bedingungen
rotd)=0 in L, (78)
div))=0 in ¥, (79)
1,9) =0 auf S, (80)
(81)

[(2), dg) =1
ebenfalls nach dem genannten Satz eindeutig be-

18 Den toroidalen Durchlaufungssinn denke man sich von
vornherein in geeigneter Weise festgelegt.

19 Die hier gegebene Definition (72) der Induktionsmatrix
unterscheidet sich von der fritheren (s. Anm. %) um einen
Faktor 4 .
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stimmt ist, und zwar allein in Abhéngigkeit von der
Geometrie der Anordnung.

Fiir die Anwendung des Stabilititskriteriums zeigt
sich, dal} die Voraussetzung (46) fiir alle Y0 aus
Dreen mit verschwindenden (1,10) auf S im Falle
stromfreier Magnetfelder automatisch erfiillt ist. Dies
folgt unmittelbar aus der ersten Greenschen Formel,
die mit »"=0 aus Doy und (73) die spezielle
Gestalt
j” (b,Tv) dg= ” (n,v) Sv df

b 2
[ {rpvete [ (otly, D)%) dg

(82)

annimmt, in der wegen y p = 0 das rechts stehende
Volumenintegral stets nichtnegativ ist.
Die im Stabilitatskriterium enthaltene Aussage,

dal}
[[ (n,0) Sv df

fir alle Losungen b von (47) mit vorgegebenem
(n,v) auf © unverindert bleibt, 1Bt sich im Falle
stromfreier Magnetfelder dahingehend erheblich
verschirfen, daf} alle derartigen Losungen D zu ein-
deutigen Funktionen Vp div D, rot[b,B] und SV in
B (einschlieBlich €) fiihren. Zum Beweis nehmen
wir an, es seien D; und b, Losungen von (47) mit den
gleichen Normalkomponenten auf &. Dann ist

D=D1—D2

eine Losung von (47) mit auf & verschwindender
Normalkomponente, so daf} die erste Greensche For-
mel in der speziellen Fassung (82)

j‘%‘j‘{?p(d]v D)2_|_ 41:[ (rot[D, %])2} dg=0

liefert. Da der Integrand wegen 7y = 1, p = 0 nur
nichtnegativer Werte fihig ist, folgt hieraus
Vp divd=Vpdivd, — Vp divd, =0,
rot[D, B] =rot[V;, B] —rot[V,,B] =0

und damit wegen (14) und (74)
SD=SD1—SD2=O.

Man kann hieraus jedoch nicht den Schluf} ziehen,
dal} das betrachtete Randwertproblem fiir das Diff.-
Gl.-System (47) hochstens eine Losung D hitte.
Vielmehr ist ganz allgemein das Gegenteil der Fall.

Da némlich (77)

[9.8]=0 in P
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ergibt, folgt aus (13), (74) und (79)
TYP=0 in PB.

Mit v, ist also auch
Dy =D, + const Y

eine Losung von (47), die insbesondere wegen (80)
dieselbe Normalkomponente auf der Berandung &
besitzt wie ;.

7. Die Gleichgewichtslosung

Wir kommen jetzt auf die einleitend beschriebe-
nen allgemeinen torusartigen Berandungen zuriick,
die von beliebigen, in der rechten (z,y)-Halbebene
gelegenen Kurven € und €’ erzeugt werden (Abb.
2). Diese Kurven mégen die (hinreichend oft stetig
differenzierbaren) Parameterdarstellungen 20

C: 2(9) >0, y(p), [2(p)1*+[y(p)]2=F0,
C: 2 (@) >0, y'(9), [2'(¢)12+ [y (¢)]12=F0,

besitzen und jeweils mit wachsendem 0 < p < 22
genau einmal im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen
werden. Der meridionale Durchlaufungssinn des
Vakuumgebietes entspreche wachsendem ¢, der
toroidale sowohl im Plasma als auch im Vakuum
wachsendem Azimut a.

Aus (77) bis (81) ergibt sich

P=(1/(2xnzx))e. in P, (83)
entsprechend aus (67) bis (71)
Do=(1/(27x))ea in B, (84)

wihrend §); im allgemeinen nicht in geschlossener
Form angegeben werden kann (¢ ist der gemif
wachsendem a orientierte Einheitsvektor in azimuta-

ler Richtung). Damit folgt aus (77) und (83)
%Z (t/x) ea in %9 (85)

wobei ¢ durch das Umlaufsintegral (76) definiert
ist.

Um die Verhiltnisse auf der Plasmaoberfliche ©
genau zu beherrschen, beschreiben wir & durch
ihren Ortsvektor (u!=¢ und u?=a gesetzt):

L(p,a) =(xcosa, y, zsina). (86)

20 Ubergesetzte Punkte sollen im folgenden die Ableitungen
nach dem Kurvenparameter bedeuten, wihrend Akzente
wie bisher lediglich zur Kennzeichnung benutzt werden.
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Es folgen hieraus die Basisvektoren

1, = 31/Qp= (xcosa, ¥, xsina), (87)
1. =31/Qa=(—xsina, 0, zcosa) (88)

und somit das Linienelement auf &
ds® = (22 +»?) d¢? + 22 dal. (89)

Der Normaleneinheitsvektor auf & ergibt sich bei
Beachtung der Orientierung der Flichenparameter
@ und a aus der allgemeinen Darstellung

n= [ Lal/|[Ts, La]|

zu  N=(ycosa. —a, ysina)/Va>+y2. (90)

Schliellich berechnen sich die Komponenten des
zweiten Fundamentaltensors (55) mit Hilfe von

(87), (88) und (90) zu
by=— (2§ —y&)[Va2+ 52,
bia =0y =0,

I L
by = —zy/Vat+y2.

Mit Hilfe der Basisvektoren (87) und (88) lautet
das Plasmamagnetfeld (85)

=t & auf ©. (92)
z Ll
Entsprechend gilt fiir das Vakuumfeld
B -p, ol I auf & (93)
' | Ly z |4

mit dem zu (76) analogen (wegunabhidngigen) Um-
laufsintegral
e o
2x .

I

/' (¥, ds) . (94)

Die Gleichgewichtsbedingung (7) ergibt nach Ein-
setzen von (92) und (93)
B,=@Bap+ (2—12)[2%)" (95)

auf S.

Fiir den azimutalen Gesamtoberflichenstrom

I= [ (1 3a],1%) ds
o

2l Ohne Einschrankung der Allgemeinheit darf dabei im fol-
genden stillschweigend ¢ > 0, ¢ > 0, I > 0 vorausgesetzt
werden, da in die Stabilititsuntersuchung letztlich nur die
Quadrate dieser Griflen Eingang finden. Insbesondere ist
I > 0 gleichbedeutend damit, daf} die Wurzel in (95) und
(96) stets positiv zu nehmen ist.

Ist & speziell ein Kreistorus, so lautet die Parameterdar-
stellung fiir €

z(p) =R+rcosp, y(@p)=rsingp, r<R, 0 p <2m;

o
©
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folgt aus (75), (92), (93) und (95)

I= € [B;(ls = ¢ [(8.‘lp+ (#=12) [a7) Ve ds.
47 4,
[ ¢ (96)
Da ¢, ¢ und I naturgemiB die physikalischen
Parameter des Problems sind, hat man (96) als Be-
stimmungsgleichung fiir p aufzufassen. Die Forde-
rung, dal} sich dabei nichtnegative, reelle Werte fiir
p ergeben miissen, fithrt zu gewissen Beschrankun-
gen fiir ¢, ¢ und 72!, Aus Monotoniegriinden kann
(96) hochstens eine reelle Losung p haben. Diese
wird dann und nur dann negativ, wenn ¢ (fiir feste
¢ und /) einen maximalen Wert ty,, iiberschreitet.
Diesen erhilt man aus (96), indem man dort p=0,
t =ty setzt, zu

tiaax= V2 +4 2/ (a2 ) (97)

die dabei auftretende dimensionslose Konstante
1 / ds

2x
c

(98)

T

nennen wir das ,verallgemeinerte Aspektverhaltnis*
der torusartigen Plasmaoberfliche & 2.

Eine dhnliche Uberlegung fiihrt (bei festen ¢ und
I) zu einer oberen Grenze t'y,. fiir . Damit der
Radikand in (96) im Falle ¢ = ¢ nirgends negativ
werden kann, mul} offenbar

p= (5/2—12)/(831§1in)

sein, wobei zy;, der kiirzeste Abstand der Plasma-
oberfliche von der Symmetrieachse ist. Da die rechte
Seite von (96) monoton mit p wichst, kann es eine
reelle Losung p daher nur geben, wenn die Unglei-
chung

>

~ 2 g2 2__ 2 \1s
> c /(rqt +t t) ds
v Tin €=
erfiillt ist. Dies impliziert aber eine obere Grenze
{yiax fiir ¢/, die im Falle der Giiltigkeit des Gleich-
heitszeichens erreicht wird und somit der Bedingung

™ [“".—tz tz_t"z 1/s
I= 407 / ( M‘;\.-z' + Izm‘) F R
& 03 Min

dann ergibt (98)

2z
1 Torde 7
““2a) Rtrcosg VR2—r?

0
in Ubereinstimmung mit der urspriinglichen Definition des
Aspektverhiltnisses (1) bei einem Kreistorus.
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geniigt; aufgelost:

UMax=VE+4 P/ (a** c?) (99)
mit

o= ! /( L 1)”%15 (s. Anm.?%).  (100)
27 Isiin 12

Nach Wahl einer geeigneten Linge />0 fithren
wir die dimensionslosen Konstanten

P=2aa®c?p/I?, (101)

T=act/(21]), (102)

T'=act/(2]) (103)
und die dimensionslose Funktion

G=aczB,/(2]) auf © (104)

ein. Dadurch gelingt es, die Zahl der anfénglichen
drei physikalischen Parameter ¢, ¢ und / auf zwei,
nimlich 7 und 7’, zu reduzieren. Dabei geht die
Gleichgewichtsbedingung (95) iiber in

GC=((z*B)P+T2-T (105)
und P bleibt wegen (96), (104) und (105) aus
1 ([P | T2—T2\"
2na./(lg+ 127) ds—1  (106)
c

zu bestimmen. Die Grenzen (97) und (99) trans-
formieren sich in

T\Il\

’2) ’/z.

VT2+1,
VT? + (a/a*)?

und stellen in einem (7, 7”)-Diagramm zwei Viertel-
hyperbeln § und §’ dar, die die verbotenen (7, T”)-
Kombinationen umschliefen (Abb. 4). Die beiden
Hyperbeln gemeinsame Asymptote T=7" zerteilt
den zulidssigen (T, 7”)-Definitionsbereich in die bei-
den Teilbereiche T = T und T <7”, von denen der
erste und eigentlich physikalisch interessante nicht
von der Torusgeometrie abhingt, da § immer die-
selbe Hyperbel beschreibt; demgegeniiber ist §’
wegen der Abhéngigkeit von ¢ und ¢* von Fall zu
Fall verschieden. In Abb. 4 eingetragen sind ferner
die Parameterwerte der in Abschnitt 14 dieser Ar-
beit behandelten Beispiele.

Die praktische Auflosung der Bestimmungsglei-
chung (106) fiir P geschieht am besten nach dem

(107)

T'yax = (108)

23 Bei einer numerischen Auswertung dieses Integrals sollte
nicht tibersehen werden, dal der Integrand an Stellen mit
=2y, im allgemeinen nicht stetig differenzierbar ist.

24 Dabei wurden die in (110) auftretenden Quadraturen nach
Transformation auf den Kurvenparameter ¢ mit Hilfe der
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Abb. 4. Definitionsbereich der physikalischen Parameter T

und 7".

Newronschen Verfahren (aus Monotoniegriinden ist
sofort klar, dall es genau eine nichtnegative reelle
Losung P gibt, sofern 7 und 7° im obigen Sinne
zuldssige Werte sind). Mit einer Ausgangsniherung

Py=(B/2)(1-T>+T?) =0, (109)

wo >0 ein (sehr grober) Mittelwert fiir = iiber €
ist, bekommt man daher das Iterationsverfahren

. 2 a2\ 1/,
L BT
2n 1* 2

¢

1 [[P, T—T?\~%_ °
x ) "a
2,112./ ( ET g ) §
c

=0, 1,255 44 5 (110)

Pz‘l-l:Pz—z

In der Praxis zeigte sich eine aulerordentlich schnelle
Konvergenz dieses Verfahrens: Nach 3 bis 5 Schrit-
ten wurde durchweg eine Ubereinstimmung von 9
bis 10 wesentlichen Dezimalstellen beobachtet 24.
Die kontravarianten Komponenten von 8 und 8’

ergeben sich gemaf} (52), (53), (87), (88), (92)
und (93) zu

B'=0, B2=t/z> auf ©, (111)
B'=B,|V#®+ 9>, B?={¢[2® auf G. (112)

Zusammen mit (54) und (91) bekommen wir daher

) 1 e 1 2

dn (8.7 8 8z b p) (T1a)
_ 1l 2= y  p2xy—yx
“aal e e P V(o‘cw’y?)ﬁ)a“f =

Rechteckformel numerisch ausgewertet. Diese im folgenden
ofter benutzte Formel besitzt im Falle periodischer Inte-
granden bekanntlich die sehr hohe Genauigkeit der Gauss-
schen Quadraturformel.
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8. Das Randwertproblem fiir T b =0

Die Tatsache, daB Sb unter der Voraussetzung
stromfreier Magnetfelder fiir jedes U, das den Diff.-
Gln. (47) zu vorgegebener Normalkomponente
(1, 1) auf & geniigt, eine eindeutige Funktion in P
darstellt, legt den Versuch nahe, unter Umgehung
von b direkt S zu auf © vorgegebenem (11,D)
zu berechnen. Hierzu ist es zweckmifig und tblich,
(1, 1) in eine Fourier-Reihe

(n,b) =i V(@) cosma
m=0

+Z W, (p) sinma auf &

m=1

(114)

zu entwickeln und das Randwertproblem gliedweise,
d. h. fiir jeden Fourier-Summanden einzeln in An-
griff zu nehmen. Im Falle ihrer Existenz sind dann
die erhaltenen partikuldren Losungen zu superponie-
ren ?. Es hat sich nun gezeigt, daf} die Fille m =0
und m >0 (azimutalunabhéngige bzw. azimutalab-
hingige Storung der Plasmaoberfliche) ihrer Natur
nach voneinander vollig verschieden sind. Was das
Randwertproblem anbetrifft, so konnte im Falle
m=0 sowohl die (laut Stabilitatskriterium gefor-
derte) Existenz mindestens einer Losung b nachge-
wiesen als auch ein Verfahren angegeben werden,
welches direkt S b auf © aus (11, b) auf © zu berech-
nen gestattet 26, Im Falle m >0 wurde wohl ein di-
rekter Zusammenhang zwischen SV und (11,0) be-
merkt, wonach jedem (1,0) auf © ein SV in P
(einschlieBlich &) zugeordnet wird?, doch ge-
schieht dies unter der Voraussetzung der Existenz
einer Losung b des Randwertproblems; die Existenz
selbst wurde dabei nicht nachgewiesen. Wir fiillen
hier diese Liicke aus durch Angabe eines geschlosse-
nen Ausdrucks fiir b, von dem sich alle geforderten
Eigenschaften ablesen lassen.

Wie leicht einzusehen ist, bedeutet es keine Ein-
schrankung, wenn wir im Falle m >0 nur die Co-
sinusglieder aus (114) herausgreifen und daher

(n,b) =V (p) cosma auf © (115)

mit einer festen natiirlichen Zahl m als gegeben an-
sehen (die Sinusglieder lassen sich vollig analog
miterledigen). Dann hat das Neumannsche Problem

25 Auf die Frage der Konvergenz der so entstehenden Reihe
wird in dieser Arbeit nicht eingegangen.

26 R. Lust, E. Martensen u. B. R. Svypam, Phys. Fluids 5,
439 [1962].
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Au=0 in iB, (116)

Su m> -
alaaal v (n,v) auf &, (117)
[fudj=0 18

mit 6 >0 als dem Quadrat des Abstandes zur Sym-
metrieachse nach bekannten Sitzen der Analysis
genau eine einwertige Losung w in 3, da nimlich
die Integralititsbedingung

” L (nv) df=0

wegen (115) stets automatisch erfiillt ist.
Von dieser Losung u weisen wir zundchst die
Darstellbarkeit in der Form

(119)

in P
nach, wobei z, y, @ Zylinderkoordinaten sind (Abb.
2). Hierzu entwickeln wir u in eine Fourier-Reihe

u=U(z,y) cosma

(120)

u=>"a.(z,y) cos pa+ V bu(x,y) sinwa in .
(121)

u=0
Einsetzen in (116) liefert >

u=1

o A 5
13 Sa J2%a u?
Vl i x,\“)%— 2‘_f‘—‘V,_,a,‘]cos‘uaz
Fol r Cx Ccx Cy X l
oo a ~ a2 2
1 ¢ cb cb u* ’
+ — |z U—V“)*:: _'_)b_u]vsm,u1=0.
FI z Ccz cz cy* x= ]

Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn die
Fourier-Koeffizienten, d. h. die geschweiften Klam-
mern, fiir sich identisch in dem von der Erzeugen-
den € umschlossenen Gebiet & der (x, 7)-Ebene ver-
schwinden (Abb. 2). Dazu kommen die aus (115),
(117) und (121) folgenden Randbedingungen

ia,u =0, u Z 0, ‘u#m auf ©,
cn
Jb,
k=0, u>0 auf €.
on

Integration der Bedingungsgleichungen fir a. er-
gibt sodann

19 _aau)¢ O, p |
‘éfxa,,, = 5 (\a, ot = a.u] df

dz |
e da, aaﬂll
_@[1aﬂ{nx A +ny 3 lds
5 Sa,\2 [%a,\2 u® ,
—Ux'l( ax‘)—}-(ay“)-r J_~_,a,,}df=0.

®

27 Die gliedweise Anwendung des Larrace-Operators sei als
erlaubt vorausgesetzt.
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Da das auftretende Randintegral iiber € wegen

Sa Sa Sa
ny - ”'+ny ”u _ "‘:t =07
dz Sy cn
=0, u¥xm, aufC
mit Ausnahme des Falles «=m verschwindet, folgt
Ca Sa
- “
* =0, - £ =0, May= 0,
dz cy
w=0, utm, in ©,
insbesondere also
a.=0, wu>0, wu+m, in .
Falls «=0, kann man zunachst nur auf
ay=const in ©

schlieBen; diese Konstante mul} aber auf Grund der
aus (118) und (121) folgenden Bedingung

U ag(z,y) df=2= f ag(2,y) xds=0
] ¢
verschwinden. Entsprechend folgert man

b.=0, u>0, in ®,
so dafl v damit die behauptete Gestalt (120) erhalt.

Nunmehr zeigen wir, daf}
D= — (47w0/m?) gradu (122)
— (16 7 6*/m*) P (), grad (grad o, gradu)) in 3

eine Losung des Randwertproblems ist, wobei )
durch (78) bis (81) bzw. durch (83) definiert ist.
Zunichst ist wegen (80) und (117) sofort klar, dafl
die Normalkomponente von (122) auf & mit dem
vorgegebenen Wert (11,D) tbereinstimmt. Da nun
in Zylinderkoordinaten z, y, a

=122

(123)
gilt und daher nach (83) mit J) auch ¢*J) divergenz-
frei ist, folgt aus (116) und (122)
divh = — (47w x/m?) (124)
— (16 73 62/m*) (). grad (), grad 1))
mit der Abkiirzung
7= (grad o, grad u). (125)

Speziell in Zylinderkoordinaten z, y, a hat man we-
gen (120), (123) und (125)

H=2% ?u =2% oy cosma,
RE dz
woraus mit (83)
N m 23U .
(9), grad ) = vy 3, Smma,

747
S Ay . m* QU
(). grad (), grad z)) = gais 3, cosma
__ myz _ _ my
422t 4 72 o2
folgt. Einsetzen in (124) ergibt dann
divd=0 in B (s.Anm.38). (126)

Durch vektorielle Multiplikation von (122) mit J)
entsteht ferner

wegen (116) ist gradu, wegen (83) und (123)
aber auch

gradu, 6)];

. x 3 N
o@—znea in 3 (127)
divergenzfrei, so dafl mit Hilfe der elementaren
Vektorformel (24) in kartesischen Koordinaten

rot;[b, Y] = — i: {0Yrwi—up (oY) i) (128)

wird. Nun beschreibt das Vektorfeld ¢9) gemal
(127) eine reine Rotation um die Symmetrieachse,
d. h. eine deformationsfreie Transformation des
euklidischen Raumes in sich selbst. Fiir solche in
der Differentialgeometrie ,,Bewegungen“ genannte
Transformationen gelten notwendig und hinreichend
die sogen. Kirringschen Gleichungen

defy.(6Q)) =14 {(0Y) s+ (6Y3):3 =0, (129)
mit deren Hilfe (128) in

rot;[b, P = — il;' {oYrum+un(o¥z);}
oder
rot[b, Y] = — 74':' grad (oY), grad u)
S

tibergeht. Durch Multiplikation mit 27t¢ entsteht
hieraus wegen (77)

rot[b, B] = — %’IZ grad(o B, gradu) in P. (130)

Aus (13), (73), (74), (126) und (130) folgt
schlieBlich, dal b eine Losung der Diff.-Gln. (47)
ist.

Ferner ergibt sich aus (14), (74), (126) und
(130) der (auf Grund des Satzes im Abschnitt 6)

28 Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes aus Abschnitt 6 gilt
damit fiir alle Losungen » von (47) mit den Randwerten
(115)

Vp divo=0 in P.
Von dieser Tatsache wird jedoch bei den weiteren Betrach-
tungen kein Gebrauch gemacht.
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fir alle Losungen des Randwertproblems eindeutige

Skalar

Sv=— '32 (B, grad (6B, gradu)) in P. (131)

In Zylinderkoordinaten ldft sich dieser Ausdruck
mit Hilfe von (85), (120) und (123) noch weit-
gehend vereinfachen:
(0B, gradu) = —mtUsinma,
(B, grad (6 Y, gradu)) = — (m>3/2%) Ucosma

= —m"’%zu

Einsetzen in (131) bringt dann auf anderem Wege
das bekannte Ergebnis 3

Sp=%u in P.

Damit ist erreicht, dall das Funktional (48) ein-
deutig durch (n,b) auf & erkldrt ist. Auf Grund

der Orthogonalitat der trigonometrischen Funktio-

(132)

nen liBt sich dann das Minimum Fyg, von F* unter
der Nebenbedingung (49) im Falle seiner Existenz
dadurch ermitteln, dal man F* zunichst fiir jedes
feste m = 0, genauer, fiir alle Normalkomponenten
von der Form (115) unter der gleichen Nebenbe-
dingung (49) minimalisiert. Bezeichnet F*"™ den
Wert des Funktionals F* fiir die speziellen Normal-
komponenten (115) und existiert auch dessen Mini-
mum F3{%’ unter der genannten Nebenbedingung,
so gilt daher

F\Iln— Nlln {F;Il(:l)y F;l(l]ll) ];l(]l)l s .. } . (133)

(Falls samtliche F1\!" existieren, nicht aber das Mini-
mum (133), so ist statt dessen das Infimum Fr,¢
der F}{" zu nehmen und fiir das Stabilititsverhal-
ten sinngemal} auszuwerten.)

Da somit fiir die Stabilitit des Plasmatorus allein
das Vorzeichen der F1i, m = 0, entscheidend ist,
wird man diese Groflen praktisch nur soweit berech-
nen, wie es notig ist, um einigermafien sicher auf das
Vorzeichen von (133) schlieen zu konnen. Eine all-
gemeine Vermutung geht nun dahin, dal F >0
ist, die azimutalunabhéngigen Stérungen also stets
stabil sind 3; infolgedessen spielt F3{)) fiir das Vor-
zeichen von Fip, keine Rolle, so daf}

'(1 ‘()
Mln {F\lm): ‘\lm)a RO }

bereits allein das Stabilitatsverhalten entscheidet.
Wir schliefen uns diesem Standpunkt an und be-
schridnken uns daher auch hier im folgenden auf die
Bestimmung der Fy{) fiir m > 0. Grundsitzlich aber

lassen sich die in dieser Arbeit verwendeten Metho-
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den unter Benutzung der angegebenen Literatur
ohne Schwierigkeiten auf den Fall m =0 tibertra-
gen.

9. Bemerkung zur Methode

Es erhebt sich die Frage, ob und inwieweit sich die
Methode zur Behandlung des Randwertproblems auch
auf andere, nicht torusartige zweifach zusammenhin-
gende Plasmagebiete P ausdehnen lifit. Wir wollen
zeigen, dall man diese Fragestellung in bestimmtem
Sinne negativ beantworten kann.

Ohne Zweifel stellt der rein geometrische Skalar o
in dem Randwertproblem (116) bis (118) ein wichti-
ges und in bezug auf das eigentliche Problem neues
Element dar. Die invariante Bedeutung von ¢ wird in
den Kiiiiveschen Gln. (129) offenbar: Hier entsteht
aus dem (ebenfalls nur durch die Geometrie von P
bestimmten) Vektor J) durch Anbringung des Propor-
tionalititsfaktors ¢ ein deformationsfreier Vektor o 2).
Wir suchen jetzt nach allen zweifach zusammenhéngen-
den Plasmagebieten P, denen ein Skalar ¢ >0 mit
eben dieser Eigenschaft zugeordnet werden kann.

Fiir allgemeine zweifach zusammenhédngende Gebiete
‘P lassen sich immer dreidimensionale krummlinige Ko-
ordinaten u!, u2, u® einfiithren, wobei 0 < u® < 2 7 das
Azimut und u3=const Aquipotentialflichen des durch
(78) bis (81) erklirten Vektorfeldes Q) bedeuten.
Wihlt man ferner die Orthogonaltrajektorien der Fla-
chen u3 = const, also die Feldlinien 2® von ) als Koordi-
natenlinien u!= const, u®>=const, so lautet das Linien-
element in P

ds? = gi dul du® (134)
mit g13=0, g3=0. (135)
Die kovarianten Komponenten von ) sind
Y,=0, Y,=0, Y;=1/2z, (136)
die kontravarianten
Yi—0, Y*—0, YS—g®/2a,  (137)

wenn g'* wie iiblich die Reziproke zu g;;: bedeutet. Die
Bedingungsgleichungen (129) fiir ¢ werden auf belie-
bige krummlinige Koordinaten transformiert, indem
man die auftretenden Komponenten als kovariante
Komponenten und die partiellen Ableitungen als ko-
variante Ableitungen auffafit. Dadurch entsteht

32 {(0Y) r+(@Yr)i}—THao¥,=0 (138)
mit den CuristorreLschen Symbolen
I'7=3 g7 (8sitk + 8skii— &ikls) - (139)
Aus (136) und (138) folgt bei Beachtung von ¢ >0
I'$=0, I'}=0, I'i=0,

y 3 y

(Ino) =2 I'ls, (Ino)s=217%3, (IHG)!3=F§3-

2% Es wird ausdriicklich nicht vorausgesetzt, daf} sich die Feld-
linien nach einem Umlauf durch P schliefen sollen.
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Mit Hilfe von (135), (139) und

ge= 1/&’33 (140)
ergibt sich hieraus
8113=0, £123=0, ga3=0, (141)
(In o)1= (In g33) 11, (142)
(Ino) 5= (Ing33) 2, (143)
(In 0)13=%(l“ 833) 13- (144)

Die Divergenzfreiheit fiir ) liefert mit (137) die wei-
tere Bedingung

divD=-L (VaVVji=—— (Ve ;=0,
Ve 8

2z Y,
& =2833(811 82— (812)?)

die Determinante der giz bedeutet.
(140) bringt daher

( Vr[ggm’— (g12)%] /gss ) 1s=0,

wobei

Benutzung von

was aber wegen (141) nur dann moglich ist, wenn
auch gi3 nicht von u® abhéngt. Damit hingen aber
samtliche g nicht von u® ab, d. h. es gilt ganz allge-
mein

gik3=0. (145)

Diese Bedingungen sind nicht nur notwendig, son-
dern auch hinreichend fiir die Existenz einer Losung
06>0 von (138); denn aus (145) folgt unmittelbar
0= gy4 als Losung von (142) bis (144) (die allgemeine
Losung geht iibrigens aus dieser speziellen nur durch
Multiplikation mit einem konstanten positiven Faktor
hervor).

Die Notwendigkeit der rein geometrischen Bedingun-
gen (145) besagt, daB der euklidische Teilraum P
~eine Bewegung in u3-Richtung” gestatten muf}. Die
allgemeine Bewegung eines euklidischen Raumes setzt
sich aber nach einem bekannten Satz der Differential-
geometrie stets aus einer Translation und aus einer
Rotation um eine feste Achse zusammen. Die einzigen
mit (145) vertriglichen Geometrien sind daher Uber-
lagerungen von allgemeinen Zylinder- und Torusgeo-
metrien, von denen allein die Torusgeometrien zu zwei-
fach zusammenhingenden Plasmagebieten P fiihren.

10. Der Beitrag des Vakuumfeldes

Wir wenden uns der Lésung des Randwertpro-
blems (62) bis (66) mit dem speziellen Normal-
komponenten (115) fiir m >0 zu. Die in (64) auf-
tretende Divergenz in der Flache lautet auf Grund
des Linienelementes (89)

Div ((n, 1) B')
1

[
= == x| a*+y* (n,v) B?
Ve o FVEE @) B

3 /27 .
o [(n,b) B?];

eliminiert man die kontravarianten Komponenten

+
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von B’ durch (112) und (11,9) durch (115), so

wird

Div((m,b) B)= =m2 4 B y)  (146)
zVa:+ y® do
— (mt sinma/2?) V auf .

Die Losung W des Randwertproblems lafit sich
nunmehr als Summe zweier Teillosungen v, und v,
darstellen, von denen jede den Bedingungen (62),
(63), (65) und (66) geniigt, an Stelle von (64)
jedoch die Randbedingungen

mw) =™ 4 Gpy) auf S, (147)
z)2>+ > de

(M 1W,) = — (mt sinma/2?) V auf & (148)

erfiilllt. Auf Grund bekannter Existenzsitze 7

sind 0; und W, damit vollstindig in ¥ bestimmt

und wegen (62) und (66) iberdies aus einwertigen

skalaren Potentialen ableitbar:

in B, (149)
W, = — grad u, in 8. (150)

Diese Potentiale sind wegen (63), (65), (147) und

(148) durch je ein NEumannsches Problem

;= —grad u,

Auy; =0 in B, (151)
Su_ _ cosma d pp) auf S, (152)
Sn z)x+ 9% de

Qu,/Cn=0 auf & (153)

und Au,=0 in B, (154)
Su,  mt'sinmay, =

= 5 22V aut ©,  (155)

Qus/Cn=0 auf & (156)

bis auf eine unwesentliche additive Konstante ein-
deutig bestimmt. Durch eine entsprechende Schluf3-
weise wie in Abschnitt 8 zeigt man leicht, dal} die
Potentiale in der Form

in B,
in B
darstellbar sind. Die kovarianten Komponenten der

in die Plasmaoberfliche & projizierten Gradienten
(149) und (150) ergeben sich daraus zu

(157)
(158)

uy=U,(z,y) cosma

us=U,(2,y) sinma

3 dU
wy=— A =_ lcosma
u dg d ’
du, T7. 5
wpp=— 5t =mUsinma,
by .

Su; dU, .
Woy=— - =— ‘*sinma,
S dp

=
CUus
Wog = — a;=—mU2005maz.
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Zusammen mit (9) und (112) folgt a lautet
(B, 1) = (B, 0, +10,) [ (v) (% xot20) df (159)
=B 1)+ B g ) s -2y
N J a2+ g2 doy 2

Va4 2 de Z?
_( B av, mt U,
VR dgp 2%

:_( B, dU‘-‘*m:,Ug)cosma
' Die L{; " enthaltende quadratische Form in (61)
)smml verschwindet, da (¥",9);) und (B",9),) aus Sym-
metriegriinden nicht vom Azimut abhéngen; eine
so daB der Beitrag (61) zum Funktional F*") we- explizite Berechnung der Induktionsmatrix L;, kann
gen (115) nach Ausfiihrung der Integrationen tiber  daher im Falle m >0 grundsitzlich unterbleiben.

11. Quadratische Form fiir F* (")

Die spezielle Form der Normalkomponenten (115) gestattet es, das Funktional (48) auf ein Kurven-
integral iiber € zu reduzieren, da samtliche Integrationen iiber das Azimut a geschlossen vorgenommen
werden konnen. Aus (113) und (115) folgt namlich

" 2 3 1 2 1 2 r—2 ?/ _p’2 x.l/“'yx
‘/./ (1 0y 3n<81% 8,723 )df_ 4 [ ( /a2 + i B, i’(g2+y2)3)xds’ (160)

entsprechend aus (92), (115), (120) und (132)
[[ (nv) Svdf=as [ (VUz)ds. (161)
g ¢

Denken wir uns (159) bis (161) in (48) eingesetzt. ferner die Integration iiber € auf den Kurvenpara-
meter ¢ transformiert, so liefert die Anwendung der Rechteckformel (griechische Indizes zeigen an, daf}
die Funktionswerte an den 2 N dquidistanten ,,Stiitzstellen®

g=ua/N, pu=0,..., (2N-1),

des Intervalls 0 < ¢ < 27 zu nehmen sind) die Approximation
2N— v,Uu, 1 _,[(t2—t2 3 ro Fy U — Yu F
F*(m‘) _ Z _ ,.zt + . 'Vl_l (f -[ v y/l II'IIBQ,; -T/l ‘l/v/0 !/ﬁ .Té)
< % T Vi (Vi +a3)
v , B(”, v, | mt U ] TS
B 4" o dp » 'z, "] Ve + Y-
l x/-t ) sz ; u J

(162)

Da wir uns auf den Standpunkt stellen, da} nur die Parameterdarstellungen z(¢), ¥ (), 2" (¢), y"(¢) 2,
nicht aber deren Ableitungen bekannt sind und da auflerdem in anderem Zusammenhang Ableitungen
nach ¢ auftreten, benétigen wir ein Verfahren zur numerischen Differentiation. Da es sich hier ausschlief3-
lich um periodische Funktionen f(¢) mit der Periode 2 7 handelt, empfiehlt sich die folgende, auf trigono-
metrischer Interpolation beruhende Formel 3!:

2N—1

Y| = Do-sty #=0,...,@N-1), (163)

i

it 0, falls wu=0, (164)
mi u=
=3 (=D ctg(uar/(2N)), falls |u|=1,..., 2N-1).

Wir denken uns im folgenden z,, ¥,, ¥,.... in dieser Weise erklirt, ohne dies besonders zu kennzeich-
nen.

30 Es geniligt sogar, wenn die Parameterdarstellungen allein 3! E. Marrexsey, Arch. Rational Mech. Anal. 3, 235 [1959].
an den diskreten Stiitzstellen @ = ua/N, u=0,...
(2 N—1), bekannt sind.



PLASMATORUS MIT OBERFLACHENSTROMEN 751

Zur praktischen Bestimmung von U, Ui., Uz, aus den entsprechenden Randwertproblemen (116) bis
(118), (151) bis (153), (154) bis (156) bedient man sich der Methode der Randmatrizen. Da die Be-
rechnung solcher Matrizen in Abschnitt 15 beschrieben wird, braucht an dieser Stelle nur ihre Anwendung
erkldrt zu werden. So ergibt sich die Spaltenmatrix U, , d. h. die Amplitude der Losung u von (116) bis
(118), genommen an den 2V Stiitzstellen, als das Matrixprodukt aus einer ,,Randmatrix* M und der
Spaltenmatrix der Amplituden der negativen Normalableitung (117), genommen an denselben Stiitzstellen:

s 2N—1

Z M(mLTv, u=0,...,(2N-1). (165)

u =
4

Entsprechend folgt mit Hilfe einer Randmatrix M,{™aus (151) bis (156)
e 1 d(zB, V)

U= M m , 0=0 2N-— 166
10 aZO o 1/:1:- + ?/a de . ( ) ( )
2N—1 v
U2,u=—mt'S‘M;,£’”)~:-, =05 505 (2N—1). (167)
»=0 zy
Mit Hilfe von (163) ist nun
dUl 2N—1 d(:rB V) 2N—1
'dE'f;oD@"‘U“” —ZDv %y By Vi

so daf} zusammen mit (166)
2N—12N—12N—1 D, M'(m)D
7dq? ”_ Z Z

B s Ves p=0,...,(2N-1), (168)
0=0 »=0 950'an+ .7/0'

\4

entsteht. Setzen wir jetzt (165), (166) und (168) in (162) ein, so wird

2A 12N-—-1

F*(m)_E,Nl > Z (ﬁ@m__z @ —z,2, Bqu ;,,F#,,) V.V, (169)

mit den numerisch leicht zu berechnenden, allein durch m und die Geometrie der Anordnung bestimmiten
dimensionslosen Matrizen 32

Our= [l (@4 2) 1 [ 80— (mP) MEDV 3%+ 32 ], #v=0,...,(2N-1), (170)

@;Iw = [l/(x# ) | [6/4" Yu— (mz/xv) M#(M)Vzu + yu] > u,7=0,..., (2N-1), (171)
S, & — v1°rv1D_ ’(mD_-

F‘uv=l( uy llylt y# s Z ,u/ v 0)’ #,V=0,...,(2N—1). (172)
ZTu xu ?/u 0=0 o=0 Ial T /5

Wir wenden uns jetzt der Nebenbedingung (49) Durch Einfiihrung einer im Intervall 0 S¢p <2 n
zu, in der wir iiber die Konstante C*>0 geeignet dimensionslosen Funktion
verfiigen:

If (n,0)2df=8n%a> 2. (173) V*= 72%2 ]/x g“;‘;ij (175)

Wegen (115) folgt
J'szds=8na3c‘-’l"'
€

sowie mit Hilfe der dimensionslosen Groflien (102)

bis (104) wird (169) schlieBlich in die dimensions-

und nach Anwendung der Rechteckformel lose quadratische Form
2N=1 R PO - -
2 Vig, Vel =8Na*ER.  (174) T Z ?0 A TVeV (176)

32 Man beachte, dafl die Randmatrizen die Dimension einer Linge besitzen.
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mit der Koeffizientenmatrix

2@ _712a@
Ap=a PO 10066, T0 (177

| 2V (£ + 320 + 42)

v =0,,..5(2N-1),

transformiert. Darin sind die G, wegen (105) durch

G.= [(z2/B) P+ T2 —T2]",
w=[(22/B) P+ ] (178)

gegeben. wobei insbesondere P in Abhingigkeit von
T, T" und der Kontur € aufzufassen ist. Das verall-
gemeinerte Aspektverhiltnis (98) wird numerisch
ausgewertet durch

eN—-11/T5 3
_ 1y Vit -
. 2N ‘::0 x,u ' (1(9)
Die Nebenbedingung (174) geht durch (175)
iber in
?,{;l
2 VE=1. (180)
n=0

Da die Matrix A4, somit ohne Schwierigkeiten
numerisch berechnet werden kann, steht man jetzt
vor der Aufgabe. die quadratische Form (176) un-
ter der Nebenbedingung (180) in einer dem Pro-
blem angemessenen Weise zu minimalisieren.

12. Numerisches Minimalisierungsverfahren

Man konnte zunichst daran denken. das Mini-
mum der quadratischen Form (176) unter der
Nebenbedingung (180) einfach mit dem kleinsten
Eigenwert der reellen symmetrischen Matrix

3 (A + Avl) (181)

zu identifizieren. Dies befindet sich mit den bekann-
ten Grundtatsachen der linearen Algebra in Uber-
einstimmung. solange die miteinander konkurrieren-

den Werte fiir V;, u=0,...,(2N-1), allein der
Normierungsbedingung (180) zu unterwerfen sind.
In Wirklichkeit miissen wir jedoch mehr fordern,
namlich daf} diese Werte eine derart ,hinreichend
regulare” periodische Funktion V*(¢) an den zu-
grunde liegenden Stiitzstellen approximieren, daf}

die vorausgegangenen Quadraturauswertungen mit

33 Tatsidchlich blieb dieser Gesichtspunkt bei den ersten prak-
tischen Rechenversuchen unberiicksichtigt, was zu einem
Miflerfolg fiihrte: Es ergaben sich in allen gerechneten

Fillen negative Werte fiir Fy.

E. MARTENSEN

Hilfe der Rechteckformel auch nachtraglich noch ge-
rechtfertigt bleiben 33. Ob dies der Fall ist oder nicht,
erkennt man z. B. am Konvergenzverhalten des zum
kleinsten Eigenwert von (181) gehorigen Eigenvek-
tors bei wachsender Stiitzstellenzahl 2 N. Wir be-
schreiben jetzt ein Minimalisierungsverfahren, das
in allen bisher behandelten Féllen zum Ziele gefiihrt
hat.

Als Ausgangspunkt dienen uns die bekannten Zu-
sammenhinge bei der trigonometrischen Interpola-
tion 3. Eine mit 2 7 periodische und an den 2 N Stiitz-
stellen der Periode durch f., ©=0,..., (2N —-1),
gegebene Funktion a3t sich auf genau eine Weise
durch ein trigonometrisches Polynom von der Form

N N—1
flp) = 10 arcosgg+ 2 besingy (182)
o= o=
interpolieren; die Koeffizienten lauten dabei
" EN‘:J
gy 5 1o
281 o
a, = S fu cos s 0=Lysu:; (N-1),
u=0
2N—1
1 (183)
ay= 2N ZO (__]_)'u f.us
p 2¥=t - EE
b= N Z fu sin ¥ 0= 1...., N=1)

w=0

Als Folge von (183) besteht die .,Vollstandigkeits-

relation der trigonometrischen Interpolation

1 iN=1 q 2N—1
agty O @+t +ar=, > fi. (184)
=1 - u=0

Wir stellen jetzt J"*(¢) durch ein trigonometri-
sches Polynom dar, welches im Gegensatz zu (182)
nicht 2 NV, sondern nur
[N—1, f{alls N gerade,

1 N , falls N ungerade,

Fourier-Glieder enthilt und hochstens von der Ord-
nung

N*= (185)

N**=%(N*—1)

(186)

sein kann:

V(o) =

N+

i i
VC;N + i Z (cocos Q@ +cyryersino ).
&=l (187)

34 F. A. WinLers, Methoden der praktischen Analysis, W. de
Gruyter & Co., Berlin 1950.
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Es werden also gerade die stark oszillierenden Sum-
manden in (182) unterdriickt, mit anderen Worten,
die Koeffizienten ¢,, 0=0,..., (N*—1), sind nicht
dazu angetan, stirker schwankende Funktionswerte
Vi, u=0,..., (2N —1), mit Hilfe von (187) tri-
gonometrisch zu interpolieren. Umgekehrt kann das
in den Stiitzstellen berechnete Fourier-Polynom
(187) mit zunachst willkiirlichen ¢,, 0=0,...,
(N*—1), als ,,Generator“ solcher V}, ©=0,...,

753
kung unterliegen:
. L “e pom
Frm ety oo ?(CDCOS O | c,iyersin & )
" V2N T YN S ¥

Dafiir schreiben wir kurz
N*—1
V;=Z Xngg, /‘=Os'°

=0

mit der aus 2 NV Zeilen und N* Spalten bestehenden

.,(2N-1), (188)

(2N —1), dienen, die der geforderten Beschrdn- Matrix
4;; 1 0 - 0
i cos = cos A sin Z sin o
s X o 8 - 5.2
1 ] N N N
X,uﬁ= lx\v 1 *% . P y (189)
= cos2 - cos 2 = sin2 —
1% N N N
18 T N** n n '\( *n
Ve cos(2N—1) ¥ cos(2N—1) N sin(2N—1) N sin(2N—1)

Aus (176) und (188) entsteht nun die quadrati-
sche Form

- N*—1 N*—1
[ F*(m) T %
Aal .\_ Z Ao € Co (190)
0=0 o0=0
mit
‘w 12N—1
A, = HAwn Xwo XKoo 5
“’ ,,:0 Z (191)
970205 7(N*_]-)'

Da sich die durch (188) erhaltenen Werte V,,
u=0 ,(2N—1), durch das spezielle Fourier-
Polynom (187), aus dem sie ja hervorgegangen
sind, stets eindeutig trigonometrisch interpolieren
lassen, so gilt insbesondere die Vollstindigkeits-
relation (184); wegen der besonderen Form der
Koeffizienten in (187) erhalt man daher

N*—1 2N —1
G-y v
0=0 /:1’]
Unterwerfen wir die bisher willkiirlichen ¢,,
0=0,..., (N*=1), jetzt der Nebenbedingung
N*—1
> =1, (192)
0=0

so ist offenbar auch stets die Nebenbedingung (180)
erfiillt. Damit haben wir das Stabilititsproblem auf
die Aufgabe zuriickgefiihrt, die quadratische Form
(190) allein unter der Nebenbedingung (192) zu
minimalisieren. Das Ergebnis lautet also:

Der fir das Stabilititsverhalten des Plasmatorus
charakteristische Wert

LFy™ [ (47 )

ist gleich dem Fkleinsten Eigenwert der N*-rethigen,
reellen symmetrischen Matrix

Ag =3 (Ag + 43,) . (193)

Ist nunmehr ¢,= (¢cy,...,cy_1) der zum klein-
sten Eigenwert von A,, gehorige, durch (192) nor-
mierte Eigenvektor, so folgt aus (175) und (187)

Vip) =

/

2 a3
cll — (194)
z(@) VI @) 12+ [7(9) 12

y*e
. { Lo+ N (cocos Q@ +cos \..smqu)}
]/2 o= 1

als diejenige Amplitude von (11,0), die dem Funk-
tional F*™ unter Einhaltung der Nebenbedingung
(173) den kleinsten Wert erteilt. Das Ergebnis des
Verfahrens darf nur dann als zuverlassig angesehen
werden, wenn der kleinste Eigenwert von (193) und
die zugehorige Funktion (194) mit wachsender Stiitz-
stellenzahl 2 V konvergieren. Dabei kann das Kon-
vergenzverhalten von (194) unmittelbar am Eigen-
vektor ¢, abgelesen werden, die explizite Berechnung
von (194) infolgedessen unterbleiben.

Zusammenfassend hat man folgende Schritte der

Reihe nach praktisch durchzufiihren:
1. Wahl der Stiitzstellenzahl 2 V;
2. Berechnung der Gewichte D, und damit der
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ersten und zweiten Ableitungen von z(¢), y(¢).
2 (¢). ¥ (¢) in den Stiitzstellen sowie Berechnung
des verallgemeinerten Aspektverhiltnisses a;

3. Angabe der Zahl 0<m < N (s. Anm.?);

4. Berechnung der Randmatrizen M|’ und M

5. Berechnung der nur von m und der Geometrie
abhingenden Matrizen @, @, . I'u;

6. zu vorgegebenen physikalischen Parametern T
und 7" wird P mit Hilfe des Newronschen Verfah-
rens bestimmt und damit gleichzeitig G, gewonnen;

7. Berechnung der Matrizen 4,,, X ,, Ay Aoy

8. Berechnung des kleinsten Eigenwerts und des
zugehorigen normierten Eigenvektors der reellen
symmetrischen Matrix A,, (hierfiir ist z. B. die so-
genannte JacoBi-Methode besonders geeignet).

13. Asymptotische Niherung

Sind © und & konzentrische Kreistorusse mit
sehr kleinen Aspektverhiltnissen, so mulf} erwartet
werden. dal} sich das Stabilitatsverhalten derartiger
Anordnungen nicht wesentlich von dem eines ent-
sprechenden periodischen Plasmazylinders unter-
scheidet. Eine anschliefend auf dieser Basis her-
geleitete Ndherungslosung bietet eine Kontrollmog-
lichkeit bei der praktischen Durchfithrung der Sta-
bilitatsrechnungen.

Die Parameterdarstellungen der Erzeugenden lau-
ten

C: 2(¢)=Il+rcosep, (195)

(196)

y(p) =rsing,
Y (¢) =r'sing,
r<r K1

C": 2 (¢) =l+7 cos g,
wobei

der Forderung nach sehr kleinen Aspektverhiltnissen
entspricht. Es bietet nun auflerordentliche Vorteile
fiir die Herleitung einer asymptotischen Niherungs-
l16sung, wenn wir die betrachteten Fille durch

r<r <l/m (197)

noch weiterhin einschrinken, also jeweils nur Sto-
rungen mit hinreichend kleinen m >0 zugrunde le-
gen. Fiir die Durchfithrung einer wirksamen Kon-
trolle des numerischen Rechenprogramms ist dies
natiirlich unerheblich, da es ja nur auf eine begrenzte
Anzahl fehlerfreier Durchldufe ankommt.

35 Auf Grund des in Abschnitt 15 beschriebenen Verfahrens
zur Gewinnung der Randmatrizen muf} m nach oben durch
N beschrinkt sein; eine Erhéhung von m mufl daher ge-
gebenenfalls eine Erhohung der Stiitzstellenzahl und damit
des Aufwandes nach sich ziehen.

E. MARTENSEN

Das Aspektverhiltnis (1) des Kreistorus & be-
kommt wegen (195) und (197) den einfachen Na-
herungswert

a=r/l. (198)

Damit lauten die dimensionslosen Groflen (101)

bis (103)

P=2ncr?p/I2, (199)
T=crt/(21]), (200)
T =cri'/(211) (201)
und die Nebenbedingung (173)
_U(II,D)‘-’df=8.12 2l (202)

Zur Berechnung von F*") betrachten wir die Ver-
haltnisse einer (195) und (196) entsprechenden
Zylinderanordnung (r und 7’ sind innerer und duBe-
rer Radius, 2 w1 die Hohe der konzentrischen Zylin-
der © und €’). Die Magnetfelder der Gleichgewichts-
losung sind in Zylinderkoordinaten 0, ¢, z durch

B = (t/l) e, (203)

in .,
B = (21/co) eo+ (£/l) ¢, in B (204)

gegeben, wobei t 2> 0 und ¢’ = 0 wie bisher durch
die wegunabhingigen Integrale (76) und (94) er-
klart sind und />0 den gesamten in z-Richtung
flieBenden Oberflichenstrom auf & bedeutet. Die
Gleichgewichtsbedingung (7) liefert unmittelbar den
Druck p = const in Abhédngigkeit der drei Parameter
t,¢ und I .

Die auf die Zylindergeometrie iibertragene Sto-
rung (115) der Plasmaoberflidche lautet

(n,0) =V (¢) cos(mz/l) (205)
Das Randwertproblem fiir die Diff.-Gln. (47) wird

gel6st durch
V= — (4 l?/m?) grad u;

auf S.

(2006)

dabei ist u eine einwertige und in z mit 2xl
g
periodische Losung des NEumannschen Problems

Au=0 in B, (207)
Qu/On= —(m?/ (47 ?)) (n,0) auf S (208)

und somit bis auf eine unwesentliche additive Kon-
stante eindeutig bestimmt. Die Randwerte (11,D)
werden von (206) auf © wegen (208) angenommen;
ferner ist b wegen (200) und (207) ein harmonischer

Vektor, so daB} (24) und (203)
rot;[ 0, B] =vijx By = vk By = (v By) ji
rot[b, B] = grad (v, V)

oder

(209)
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liefern und die Diff.-Gln. (47) erfiillt sind. Aus wobei z” wegen (204) und (205) aus dem NEUMANN-
(14). (206) und (209) ergibt sich weiter schen Problem

Au'=0 in B, 215
Sv= — (/m?) (P, grad (B, gradw)) in B. (210) " ‘“ 15}
LA ¥ cos P24+ PV pain ™2 auf &,
Da fiir die Losung u des Neumannschen Problems an cr® do I (216)
infolge (205) die Darstellung i -,
. Au'/On=0 auf © (217)
u=U(o,¢) cos(mz/l) in P (211)
o als einwertige und in z mit 2 7! periodische Funk-
existiert und wegen (203) tion zu bestimmen ist und daher wieder bis auf eine
(B, grad (B, grad)) = ;: aa:; additive Konstante eindeutig festgelegt ist. Unter
. diesen Losungen befindet sich genau eine von der
gilt, vereinfacht sich (210) zu Form
Sv=(2/12) U(g, @) cos(mz/l) in P. (212) u' = Uy (0, ¢) cos r’”l% + U, (0, ) sin ’"lz in V.
. (218)
Aus (203) und (204) berechnet man direkt Es folgt aus (204), (214) und (218)
S (legge_ 1l ,\__ F S , 21 3w ¢ 3w
dn (8.758 8:1% P)— acrd ot B. [218) ¥, w) = — co? 'a(p'—l 3z
Schlieflich ergibt sich als Losung des Randwert- = — ( 2{, 2V, + m;tr, U-z) cos ™% (219)
. co® 3 I? l
problems (62) bis (66) S BT i
P ~(2 : —2——@t~U1) sin ™* in 9.
W= —gradu’ in B, (214) co® Op 2 l

Jetzt konnen wir das Funktional (48) auf Grund von (61), (205), (212), (213) und (219) hinschrei-
ben und dabei sofort die Integration iiber z von 0 bis 2 77/ geschlossen ausfiithren:

atns wrl 3 2 e 1 ) . :
po =L [y =L Uee - L Vi) - 2RO + m L0, g) | e, (220)
0

Denken wir uns V' (¢) in eine Fourier-Reihe entwickelt, so diirfen zur Berechnung von F MM offenbar die
Fourier-Terme einzeln, und zwar durch (202) normiert, herangezogen werden.

Wir beginnen mit dem von ¢ unabhéngigen, konstanten Anteil dieser Entwicklung, setzen also
V(ip)=2cr/l (221)

und erfiillen damit gleichzeitig wegen (205) die Nebenbedingung (202). Die Losung des Neumaxnschen
Problems (207) und (208) lautet

u=U(0) cos(mz/l) in L, (222)
wobei U (o) der gewohnlichen Diff.-Gl.
au 1dU _ m? _ e ‘
d92+g 0 1‘3U 0, 0Zopo=r, (223)
und infolge (205), (208), (221) und (222) der Randbedingung
dU/de|,_,= —m2cr/(2a ) (224)
geniigen muf}. Die Potenzreihe
c | 1 m?p? 1 mtot ) .
U(o) = — nl(‘1+4 e ,,lﬁ+...) (225)

ist offenbar eine strenge und bei ¢o=0 regulire Losung der Diff.-Gl. (223), wihrend die Randbedingung
(224) asymptotisch, d. h. im Sinne der Voraussetzung (197) erfiillt ist. Entsprechend wird das Randwert-
problem (215) bis (217) gelost durch

u'=U'(o) sin(mz/l) in B, (226)
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wobei U’(0) durch

d2v’ 1 dU’ m? gy ’ -

A= — 2 = < ¢
e -U=0, r<e=r, (227)
dU’[de| ,—,=2mer ([P, dU’/do|,_, =0 (228), (229)

bestimmt ist. Auch hier gibt es eine Entwicklung, die die Diff.-Gl. (227) streng, die Randbedingungen
(228) und (229) dagegen asymptotisch erfiillt:

’ 4dcr2t 1 m?20? 1 miot
V== w1t s s e s+
L 2mertr? f(y 1 m*o? | 1 miot | \n @ 1 miot \ 23
LB [( 4o 64 R LR - Ty (230)

Durch abermalige Benutzung der Ungleichung (197) entsteht aus (225) und (230)
U(r) = —c/nl, U= —4cr2d/ml(r?-r?)]. (231). (232)
Da U(r,¢) wegen (211) und (222) mit U(r), desgleichen U, (r. ) wegen (218) und (226) mit U’ (r)

identisch ist und da schliellich U, (r.¢) wegen (216). (218) und (221) verschwindet, folgt durch Ein-
setzen von (221). (231) und (232) in (220)

2merr? | £ re g2 22
From — s = B E )
l ( 2 B(r2—r?) o2t

oder unter Benutzung der dimensionslosen Groflen (200) und (201)

1 F*(m) _ 2 27r* 2
P —errs 20 paog, (233)

Bei dem von ¢ abhidngigen Anteil der Fourier-Reihe fiir 7/ (¢) konnen wir uns aus einleuchtenden
Griinden auf die Cosinus-Glieder
V(i) =2V2cr/l) cosnp, n=1,2,..., (234)

beschridnken (man beachte, dafj die Nebenbedingung (202) erfullt ist). Wie man sich leicht tberzeugt,
lautet die asymptotische Losung von (207) und (208)

u=—[m2cr?/(V2nal)](o/r)" cosngcos(mz/l) in P (235)
und die des Randwertproblems (215) bis (217)

P 2Y2TE (r'[o)yn+(o/r)n (21 _. Mz mt .. mz .
u ] 7 [y (r/r)» (Cr? sinn@cos =~ + ", cosn@sin ) in 8. (236)

Zusammen mit (211) und (218) folgt aus (235) und (236)

U(r,p) = —[m?cr®/ (V2nal¥)] cosnp, (237)
Uy(r,g) = — $V2L 722 g, (238)
l r’2an—r2n
Us(r, p) = — 22 merdt rji"—{-ri" cosng. (239)
nl3 r’2n—r2n

Einsetzen von (234) und (237) bis (239) in (220) ergibt nach Ausfiihrung der Integration iber ¢
Frm) _ @ cr? {m2 22 | rengrin m? 2y 42 (n r’2n4-r2n _ 1)}

l nlt  r2—p2 ol 22\ r2n_g2n
oder wegen (200) und (201) in dimensionsloser Form

4ol n 2

lp*(ml _ m2r ( T2 " r'2n - r2n le) + nr/2n+,.2n

r’2n—p2n r’2n—r2n
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Dieser Ausdruck vereinfacht sich wegen (197) zu

LF*m)

_ r’2n+r2n_
rFy et et (240)

r’2n —r2n

=nCtg(nIn(r'/r)) -1,

n=1,2,....

Da die Funktion z Ctgz im Intervall 0 <z < o
monoton steigt, ist (240) fiir n=1 am kleinsten.
Um das Minimum von F* zu erhalten, hat man
also (233) mit (240) fiir n=1 zu vergleichen. Da-
mit haben wir das folgende Ergebnis:

Sind die Plasmaoberfliche und der duBere Leiter
konzentrische Kreistorusse mit gegeniiber 1/m sehr
kleinen Aspektverhiltnissen, so gilt die (von m selbst
nicht abhingige) asymptotische Niherungslosung

lfn(il'é), _Min{2T2+2¢T2 —1;24), (241)

Py
wobei q=r%/(r'*—r?) das Verhiltnis von Plasma-
querschnitt zu Vakuumgquerschnitt bedeutet.

Hieraus laft sich unmittelbar ein Stabilitatskrite-
rium ableiten: Unter den genannten Voraussetzun-
gen iiber die Geometrie der Gleichgewichtslosung ist

T2 qT?>} (242)

bzw. 2+qt?>2PP/(r?) (243)

notwendig und hinreichend fiir Stabilitdt gegeniiber
allen Storungen mit hinreichend kleinen m>0. Ins-
besondere ist daher in diesen Fillen

T>11Y2=0,70711 (244)

bereits hinreichend fir Stabilitit gegeniiber Storun-
gen der genannten Art.

14. Beispiele 3¢

Wir veranschaulichen das beschriebene numeri-
sche Verfahren an Hand einer Reihe von Beispielen
mit Kreistorusgeometrie. In den Darstellungen fiir
die erzeugenden Kreise

C: 2(p)=R+rcosp, y(p)=rsing, r<R,

C": 2’ (p) =R +1 cosp, y' (¢) =1 sinp, r <R/,

36 Die numerischen Rechnungen wurden mit einer elektroni-
schen Rechenmaschine vom Typ Siemens 2002 in einer
Ausfithrung mit 2000 Kern- und 10 000 Trommelspeichern
durchgefiihrt.

3 Bei festem €’ sind also hier noch zwei Parameter fiir €
offen, ndmlich ¢ und r/R’. Die Tatsache, dal € bei Einhal-
tung der Randbedingung

n,B)=0 auf &
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seien r, r’, R’ beliebige Parameter, wihrend wir

R=R +¢(R—VR2-r2+72)  (245)

durch die ,Exzentrizitat“ & festlegen wollen. Da-
durch erreichen wir, da} © fir alle —1 <1
ganz innerhalb § liegt, daB ¢= —1 den Fall
der Toruskoordinaten (2) und =1 die entspre-
chende symmetrisch nach auflen verlagerte An-
ordnung (3) ergibt (Abb. 3). Die Anzahl der
geometrischen Parameter verringert sich um eins,
wenn wir alle Lingen auf R’ beziehen und R’
mit der fir das Verfahren zu wihlenden Lange [
identifizieren 37.

Die den numerischen Beispielen zugrunde liegenden
geometrischen Parameter r'/R’, r/R’ = (r/r) (r'/R)
und &, die hieraus folgenden GréBen R/R’ und a so-
wie die physikalischen Parameter 7 und 7", durch die
auch Ty, und P bestimmt sind, findet man in Tab. 1
(s. auch Abb.4). AuBerdem sind in Tab.1 das
maximale m, bis zu dem das Verfahren jeweils vor-
angetrieben wurde, und das Stabilitatsverhalten der
betrachteten Gleichgewichtskonfiguration vermerkt.
Alle Rechnungen sind fiir 2 V=8, 12 und 16 Stiitz-
stellen auf jeder Erzeugenden € und © durchge-
fiihrt. Dabei ist eine durchweg gute Konvergenz der
Werte fiir

R FYD [An 2

bei wachsendem 2 N zu verzeichnen (Tab.2). Im
folgenden seien die einzelnen Beispiele kurz kom-
mentiert.

Beispiel 1. Da die Aspektverhilinisse von & und
&’ sehr klein gegen 1 und 1/2 sind und die Exzen-
trizitdt ¢ verschwindet, muf} die Giiltigkeit der asym-
ptotischen Naherung (241) fir m=1 und m=2
erwartet werden. Tatsdchlich liefert (241)

R /(4Aal) = —1

in sehr guter Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
der numerischen Rechnung.

Beispiel 2. Bei ebenfalls sehr kleinen Aspektver-
héltnissen sind die Parameter so gewihlt, daf} die

durch einen einzigen geometrischen Parameter (sinnvoller-
weise wird man dafiir das verallgemeinerte Aspektverhilt-
nis wihlen) bestimmt ist, macht deutlich, da} es nicht nur
vom physikalischen Standpunkt aus, sondern auch im In-
teresse der Verminderung des Rechenaufwandes wiin-
schenswert ist, die genaue Gleichgewichtslage des Plasma-
torus™ (einschliellich aller moglichen Deformationen) zu
beherrschen.
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» r * R
Nr. » " £ R a

1 0,01  0.30 0 1,00000 0.00300
2 0.01  0.30 0 1.00000 0,00300
3 0,22 0,35 1 1,02147 0,07560
4 022 0,35 1 1.02147 0,07560
5 0.22 040 1 1.02054 0,08655
6 0.40  0.20 1 1,08000 0.07428
7 0.60 = 0,10 —1 0.80225 0.07500
8 0,60  0.10 1 1.19775 0.05016
9 0.60 0.50 1 1.14560 0.27134

10 0,75  0.20 1 1.32177 0.11422

, Stabilitits-
& 4 T yrax F "Max  yverhalten
0.00  0.00 1,00 1.00001 2 instabil
B 11 13 0.33334 2 stabil
0,00 074 1.00 0.43538 8 instabil
0,00 0.77  1.00 0.39174 8 ?
0,75 1,15 ' 1,25 0.23151 8 stabil
2,40 2,60 2.60 0.00000 3 stabil
0,75 | 0,75 1,25 1.56250 2 instabil
0,75 0,75 125 0.69881 2 instabil
s o 13 0.67765 1 instabil
4 1.50 3 0.30510 4 stabil

Tab. 1. Geometrische und physikalische Daten der numerischen Beispiele.

andere Alternative in (241) zur Geltung kommt und
damit eine weitere Kontrollmoglichkeit bietet:

R Fyi[(4al?)=2¢=0,19780.

Auch hier zeigen die numerischen Ergebnisse einen
hohen Anniherungsgrad an diesen asymptotischen
Wert.

Beispiel 3. Obwohl die Aspektverhiltnisse von
Plasmatorus und &ullerem Leiter verhaltnismafig
klein sind. beobachtet man schon ein ganz erheb-
liches Abweichen vom bekannten Stabilitdtsverhalten
eines Plasmazylinders. Beim Zylinder stellt FY,
F3) .... eine monoton wachsende Folge dar, so
dal} bereits allein das Vorzeichen von Fi) die Sta-
bilitatsfrage beantwortet®®. Demgegeniiber nimmt
Fiii) fir m =1 beim vorliegenden Beispiel zu-
néchst zu. dann von m =4 an jedoch ab. Wenn sich
dabei auch Stabilitit gegentiber samtlichen Storun-
genmitm=1..... 7 ergibt, so wird die Anordnung
letzten Endes fiir m = 8 instabil. Man muf} demnach
bei der Untersuchung eines Plasmatorus damit rech-
nen, daf} Storungen mit grofleren m noch von we-
sentlicher Bedeutung fiir das Stabilitdtsverhalten
sein konnen, wodurch u. U. ein betrachtlicher Re-
chenaufwand bedingt wird. Durch dieses Beispiel
wird ein Ergebnis von List et al. (s. Anm.?. dort
S.901., sowie Anm.?) nicht bestitigt, wonach we-
sentliche Abweichungen zwischen Plasmazylinder
und Plasmatorus auf sehr grofie Aspektverhiltnisse
und kleine Werte fiir m beschrinkt sein sollen.

Beispiel 4. Dieses Beispiel. dessen Parameter sich
nur in einem Punkt geringfiigig von den vorher-

38 R. J. Tavror, Proc. Phys. Soc., Lond. B 70, 314 [1957].

gehenden unterscheiden, entspricht mit R =50 cm
den bei der Versuchsanlage ,,Mimikry“ des Max-
Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik gegebe-
nen Verhiltnissen. wenn man unterstellt, dal} das
gesamte azimutale Magnetfeld bei der Gasentla-
dung ,,mitgenommen* ist (7" =0) und elektrische
Strome nur auf der Plasmaoberfliche vorhanden
sind. Da mit einem azimutalen Gesamtstrom von

I=10% A =3-10" el.stat. Einh.

gearbeitet wurde, folgt aus (101), (102) und (103)
auf Grund der Daten in Tab. 1

p=DIPP/(27a®c*R?) =4,36-10% dyn = 327 Torr,
t=21T/(ac) =2.,04-10° Gau} cm,
{=2IT](ac) =0,

Dies entspricht einer ungefihren Ausgangssituation
vor der Gasentladung mit einem nach (6) berechne-
ten Druck 3*

po=(*R/(r*R’)) " p~10 Torr
und einem Magnetfeld

/R ¢
By A=HETE D
R—VYR'—r2 z
das, wie man leicht bestitigt, innerhalb & densel-
ben Fluf} besitzt, wie B innerhalb &; insbhesondere
folgt hieraus an den Stellen x = R’

B, | =~ 500 Gaul.

Die Berucksichtigung von Storungen bis ein-

schlieBlich m = 8, welche sich samtlich als stabil erwei-

3 Benutzt wird hier die elementare Tatsache, dal das von
einem Kreistorus umschlossene Volumen gleich dem Pro-
dukt aus Torusquerschnitt und Selenumfang ist.
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Nr. m 2N=8 2N=12 | 2N =16

1 1 —1.,00001  —1.00001  —1,00001
2 —1,00001  —1.00001  —1.00001

2 1 0,19807 0.19779 0.19778
2 0.19802 0,19774 0.19774

3 1 0.08923 0.08923 0,08923
2 0.09145 0.09145 0,09145

3 0.09504 0.09504 0,09504

4 0.09923 0.09921 0,09921

5 — 0.07964 0,07964

6 — 0,04226 0.04226

7 o= — 0,01456

8 - —0,00253

4 1 0.17451 0.17450 0.17450
2 0.17655 0.17653 0.17653

3 0.17462 0.17434 0,17434

4 0.13199 0,13142 0,13142

5 — 0.08676 0.08675

6 - 0.05086 0,05086

7 — — 0,02587

8 = = 0.01193

5 1 0.36933 0.36430 0,36414
2 0.35615 0.35341 0.35326

3 0.34447 0.34217 0.34213

4 0.34467 0.34255 0.34251

5 — 0.36189 0.36185

6 = 0.40322 0.40319

7 - = 0.46634

8 = — 0,54909

6 1 0.11923 0.11876 0.11876
2 0.24956 0.24827 0.24827

3 0.46900 0.46409 0.46408

i 1 —001959  —0.01806 —0.01797
2 005359  —005292  —0,05289

8 1 0,00689 0.00711 0,00712
2 —000125  —0.00104 —0.00103

9 1 —013191  —0.14174  —0.14222
10 1 0.06518 0.06944 0.06902
2 0,09053 0.09380 0,09412

3 0.15453 0,15602 0.15629

4 0.25346 0.25128 0.25167

Tab. 2. Numerische Ergebnisse fiir R'FA\2 /4 z I2.

sen, ist bei diesem Beispiel ganz offensichtlich nicht
ausreichend, um die Tendenz der F3\) beurteilen zu
konnen. Andererseits erlaubte es die verhaltnis-
mallig geringe Speicherkapazitat der benutzten Re-
chenmaschine 3¢ nicht, mit m iiber 8 und 2 NV iiber
16 hinauszugehen. Wir haben es also mit einem Fall
hart an der Grenze zwischen Stabilitiat und Instabili-
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tat zu tun, bei dem die Stabilitdtsfrage durch das be-
schriebene Verfahren nicht in befriedigender Weise
geklart werden kann, solange keine entsprechenden
Hilfsmittel bereit stehen.

Beispiel 5. Durch eine gegeniiber Beispiel 4 etwas
abgeidnderte Geometrie (der Plasmatorus fiillt einen
grofleren Raum aus) und Anbringung starkerer Ma-
gnetfelder ergibt sich eine stabile Anordnung. Aller-
dings beobachtet man auch hier ein vom Zylinder
her unbekanntes Verhalten, niamlich da Fy{i" fiir
m = 1 zunichst fillt, um erst von m = 3 an monoton
zuzunehmen.

Beispiel 6. Wir haben eine stabile Gleichgewichts-
konfiguration vor uns, bei der F3{ bereits von
m =1 an monoton wachst.

Beispiel 7. Hier wurde fir die Plasmaoberfliche
eine Toruskoordinatenfliche (e= —1) gewahlt. Es
liegt Instabilitit gegeniiber Stérungen mit m=1
und m = 2 vor.

Beispiel 8. Obwohl nur die Lage des Plasmatorus
gegeniiber Beispiel 7 verdndert wurde (e=1), alle
anderen Daten aber unversehrt iibernommen sind,
ergibt sich ein grundlegend anderes Stabilitdtsver-
halten, denn jetzt ist die Anordnung noch fiir Sto-
rungen mit m =1 stabil. Dieses Beispiel lehrt, dal}
die Annahme von Toruskoordinatenflichen als
Gleichgewichtsgeometrien einen erheblichen Eingriff
in die physikalische Struktur des Problems darstellt.
Mit aller gebotenen Vorsicht wird man dariiber hin-
aus vielleicht erwarten diirfen, daf die Toruskoordi-
natenlage (¢= —1) ein in Richtung Instabilitit ab-
weichendes Ergebnis gegeniber einer ,richtigeren®,
d. h. die Randbedingung (11,8") =0 auf & besser
erfiillenden Lage (z. B. ¢=1) liefert.

Beispiel 9. Trotz groller Aspektverhiltnisse von
Plasmaoberfliche und duBlerem Leiter, also bei ver-
héltnismélig starkem Einflul der Kriimmungsver-
héltnisse, liegt Instabilitdt bereits fiir Storungen mit
m=1 vor.

Beispiel 10. Durch Anbringung stirkerer Magnet-
felder gegeniiber den vorhergehenden Beispielen er-
hilt man eine stabile Gleichgewichtskonfiguration.
Dieses Beispiel zeigt ferner, daf} selbst grole Aspekt-
verhiltnisse des dulleren Leiters keinerlei Schwierig-
keiten bereiten. Insbesondere konvergiert das nume-
rische Verfahren auch hier mit wachsender Stiitzstel-
lenzahl 2 N, wenn auch nicht ganz so schnell wie im
Falle kleinerer Aspektverhiltnisse.
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15. Anhang: Die Randmatrizen M’ und M,{™

In diesem Abschnitt werden die erforderlichen Schritte zur Gewinnung der zuvor benutzten Randmatrizen M )’
und M5 in kurzer Zusammenfassung wiedergegeben, die jederzeit ihre praktische Berechnung gestattet. Von
einer Begriindung dieses Verfahrens soll hier indessen unter Hinweis auf die Literatur 4* abgesehen werden.

Es ist zweckm@Big, im folgenden
2(@) =21(9),  y(@)=u:1(®), 2(¢) =2:(9), Y (@) =y:()

zu setzen. Mit festem 2 N werden dann die durch (164) gegebenen Gewichte D, , u=—(2N-1),..., (2N-1),
berechnet und mit ihnen die Ableitungen &;(¢), #i(¢), % (¢), ¥i(¢) in den Stiitzstellen durch (163) numerisch
gewonnen 41, Ferner werden die Konstanten

Re—g{GH + 2 u=—@N-1),...,@N-1), (246)
ein fiir allemal bereitgestellt.

Als nichstes berechnet man eine Reihe von Kernfunktionen, natiirlich immer nur an den Stiitzstellen,
wodurch jeweils 2 N-reihige quadratische Matrizen entstehen:

o (5@ —2i W@ — i@ ~viWI 4D ey oty und falls i,

o [2i (@) —2; (W) 12+ [yi(®) —yi(p)]* _
Kii(e.v) =| &i(9) 9i(9) = 51(®) (@) faqie i j, oy, (247)
[2i(@) 12+ [9i(p)]?
Lyi(p) —yi ()] @i(@) —2i(@) i)

ij y = & = 9 248
Ll #(@) () e

B e T zi () zj ()
k@) =2 | Gy e 14 @) —g 1 2

/ / Txi(@) —2i () 12+ [yi (@) —y; (p)1*
- = |/ 22 T LYty ) 2

kij (. 9) ] [xi (@) +2i () 1+ [yi (®) —yi () ]* (250)
Zwischen (249) und (250) besteht der Zusammenhang [kij (@, w) 12+ [ko (g, w) 12 =1; (251)
auBlerdem folgen die Ungleichungen 0<lkij(pw) <1, 0ZEkj(poy) <1, (252), (253)

wobei das Gleichheitszeichen nur im Falle i=; und auch nur dann fiir ¢ =1 angenommen wird. Weitere Kern-
funktionen werden durch die folgenden, in allen praktischen Fillen gut brauchbaren Potenzreihen mit dem
Konvergenzradius 1 definiert 42:

oc o0
E:;(‘% W) = g()gv [kij ((F 1/,)]22 E:j‘ (097 W) = ;08:: U"ij ((f U')]f"’ (254‘)’ (255)
Gilgsw) = X7 i@ w) 1™ G (7, y) = 3 7 ki (4, ) s (256), (257)
die Koeffizienten berechnen sich rekursiv aus
* * 1 * 2v—1)(2v—3) = 412 —61+3 _*=
=1 g =—", & = = &1, ¥=2, 2
€0 =1 . 4 4y(r—1) =1 gy2(p—1)2 Dl S (258)
* *% 1 *% 2v—1)(2v—3 ** =
g =0, & =5, &= ( 4;-()v(_1) Lty v22, (259)
* * 2y—1)(2v—3) . »* 4ry—3 _*=
yo=—1, =BT r=3) )0 AP g w21, (260)
=1 =T, 2L (261)
40 E. Martensex, demnichst in Acta Math. 42 E. Martexsen, Symposium on the Numerical Treatment of
41 Die Indizes i und j sollen in diesem Abschnitt stets die Ordinary Differential Equations, Integral and Integro-Dif-

Zahlen 1 und 2 durchlaufen. ferential Equations, 129 —150. Birkhduser, Basel 1960.
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Ferner sei

([zi(qv)+ﬂri(w)]2+[yi(rp)—yi(w)]2 . 5 w—tp)"}

E* B J3
u (@) + B (0 9) In 8 o) ) Pt [a(9) i) 1 50 2

E} (¢, ) = falls i = j, @ * v,
) L falls i = j, @ = v, (262)
E; (g, w), falls i  j,

(i (@) +2i (W) 12+ [yi (@) —yi()]® . , w—@ )}

Cu (@ y) + G (g ) In {8([xi(¢)—ri(W)]2+[yi((P)—?/i(W)]g sy

G (o y) = falls i = j, @ F v, (263)
—1+1In{8zi(g) ([#:i(®) 1>+ [Fi(g) D) 7"}, falls i = j, @ = 1,
G (@, ), falls i = j.

AuBerdem benétigt man die noch von einem Parameter u abhingenden Kernfunktionen p{” (¢, v) und ¢ (¢, v)
fiir u= (m—1), m, (m+1). Sie werden erklart durch die Rekursionsformeln

o) _ o) _
P (@, w) =0,  py (e, yw)=0, (264)

A4 2"[1\'1(‘%1/1)]2 — 8&“
—1) pl+D —ap = w (u=1) = 5 -
@u-1 P @) =48 g )2 PH @V T QutD) pETV (W) = g e #=beom

@0 (g, y) =0,  ¢P (@) =— [kﬁ(;w)']g', —
@u=1) gV (g, v) —4u el ) ) + @t D) V@) =0, p=L.im.
Damit beherrscht man auch
X5 (@, w) =kij(g, v) {i“, (@) Kii(y, )
— 4 This(, ) 12 0§°(@: v) Es (@) + 05" (@) Gy, w)] gjg))
— 1 ks (@, W) 12 [P (0, 9) + 5570 (0, 9)) By (9. 9) (266)
SR (@) a6 8 9 Qv ) ] -
Y5 (@ y) = *41,,; (ki (@, 9) 1° {[p&}”‘”(tp, ) —p§* (@, )] E5 (0, ¥) (267)
+ @ (@ 9) — g (@, 9)] G, p) } ﬁ}f(gij EZ% ;
Zi(w) = 4 i@ 0 B {4 (9, 9) — V(0,11 B 9) (268)
+ 109" (@, 9) =" (2, )] Gi(o ) } Vg@; (tar )12+ Lo ()12

sowie_die weiteren GroBen X (@, w), Y5 (@, v), Zy (¢,v), die dadurch erklirt sind, da man E;‘, (@, v)
und Gy(p, ) in (266) bis (268) bzw. ersetzt durch Ej" (¢, ) und G5 (¢, v).
Die Funktionswerte der hier aufgezihlten Kernfunktionen an den Stiitzstellen kennzeichnen wir wieder zweck-
miBigerweise durch Anbringung von Indizes, die die Werte von 0 bis (2 N—1) durchlaufen, z. B.
(s, vm ; (e, vA .
ks,-( = 7V’>=kijyv, P 1’(7 N) =pifn " ete.

Anschlieflend sind die Matrizen
” - . - 4
Xiipv = Xii/zv —N Rv—,u Xii,uv s Xij,uv = X‘ij/xv + Xij/w In k -

’
iy

, falls i+ j, (269)

" - . - s 4 e o2
Yiiuv == Yii;w —N Rv—u )iiyv 5 X ijy = ¥ juy = Yij;wln E;I:V ) falls i #: Is (270)
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’ s - 4 SSF &
Zii/w = Zii,m' —N Rv—u Zii,ux' s Zij;n- = Aij,ux- -+ Z;}/w In % N falls ¢ # Js 43 (271)
i
’ 2N—1
sowie hieraus Xijuw=Xij o+ \‘ D5 Yiiun (272)
2=0
zu berechnen. Die Randmatrix My, berechnet man schlieBlich aus der Matrixgleichung
2N—1 1 ) 1
Z (fsuy_ o Ky | M = — - Z11 v u,v=0,..., (2N-1), (273)
= 20 2N

die als lineares Gleichungssystem mit 2 N Unbekannten (das sind die jeweiligen, fiir festes » erhaltenen Spal-
tenelemente der Randmatrix) und 2 N inhomogenen Seiten behandelt werden kann. Die Randmatrix M/ ergibt
sich zusammen mit einer gleichfalls 2 N-reihigen (jedoch fiir die Stabilitdtsrechnung bedeutungslosen) Matrix
M|} aus dem gekoppelten System

2aN—1 2N—1

1., g 1 o e 1 N

2 (6;19 + 2 N ‘\ll;lg) JIQ;" s 2N v J&1‘_’,119 lué)r) s 2 NV leyv s M, ]':07 sis ey (2 N~ 1)'

0=0 - 0=0

et ‘ (274)

2N-—-1 2N-1
1 \ >/ (m) | oY 1 ’ 17 (m 1
/ “A21u0 47”()' ) 4 \ = Ao J[m-} = Z> uy s '=Uyeue —1).

oV £ 210 Moy Z (d,,y 2N Y__M,) 0 5 5 22t u, =0, ,(2N-1)

Durch Zusammenfassen der entsprechenden Spaltenelemente von M 5" und M’ 1iBt sich diese Matrixgleichung
als lineares Gleichungssystem mit 4 N Unbekannten und 2 NV inhomogenen Seiten auffassen.

Der Verfasser dankt den Herren Dr. R. List und Dr. S. Wirkowskr fiir wertvolle Diskussionen, die diese
Arbeit sehr gefordert haben.

# Von den Matrizen Z;;,, werden im folgenden nur Zyy,, und Zsy,, benitigt.



